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1 Podzielno$¢ w Z oraz indukcja

1.1 Podzielnosé¢ w Z
Zadanie 1.1. Wykaz, ze:

(a) alb = albe,

(b) al|bAblc=ale,

(c) alb= al(=b),

Zadanie 1.2. Znajdz reszte z dzielenia:
(a) 2103 przez 7,

(b) —151 przez 11,

(c) —301 przez 13.

Zadanie 1.3. Wykaz, ze:

(a) jezeli 11|a + 5b, to 11|9a + b,

(b) jezeli 7|2a — 3b, to T|a + 2b,

(c) jezeli liczba 2923 jest calkowita, to liczba “E2 réwniez,
d) jezeli liczba 228 jest calkowita, to liczba 22452 réwniez.
7 7

Zadanie 1.4. Udowodnij, ze jezeli ostatnia cyfra liczby n jest 5, to dwie ostatnie cyfry liczby n? to 25.

Zadanie 1.5. Liczba a = 151 przy dzieleniu przez pewna liczbe dodatnia catkowita b daje iloraz k = 11 i reszte 7.

Zmnalez¢ dzielnik b oraz reszte r.

Rozwigzanie. b =13, r =8

Zadanie 1.6. Wykaz, ze kwadrat kazdej liczby catkowitej nieparzystej daje reszte 1 z dzielenia przez 8.

Zadanie 1.7. Wykaz, ze dla dowolnego n € N, liczban-(n+1)-(n+2)-(n+3) - (n+4) dzieli si¢ przez 5.

Zadanie 1.8. Oblicz reszte z dzielenia liczby a - b przez 2022 wiedzac, ze liczby a i b daja reszte 1 przy dzieleniu

przez 2022.

1.2 Indukcja
Zadanie 1.9. Udowodnij dla dowolnego n € Z indukcyjnie rownodci:
(a) 1+3+5+..+(2n—1)=n?
2 2 2 _ n:(n+1)-(2n41)
(b) 1+2°+ .. +n°="p——

3 3 3 n2(nt+1)2
() 1P+2° 4. +n’ ="

@) 1+q+@+@+.. +¢" =L g#1
() 1-114+2-21+..+n-nl=mn+1)!-1
Zadanie 1.10. Udowodnij indukcyjnie podzielnosci:

(a) 10[11" —1,
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(b) 1413" — (~1)",

(c) 524+l 4+ 3,

(d) 13|n'3 —n.

Zadanie 1.11. Udowodnij indukcyjnie nieréwnosci:

(a) n!>2" dlan>3,

(b) ¢2+V2+“.+¢2<1

n pierwiastkow

(¢) I4+a)*">14nadlaa>-1,a€R,

(d) H4+m+.+5<2-

n? =

S|=
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2 NWD, NWW, algorytm Euklidesa
Zadanie 2.1. Wykaz, ze dla ¢ > 0: NWD(c-a,c-b) =c- NWD(a,b).
Zadanie 2.2. Wykaz, ze:

(a) NWD(a,b,c) = NWD(NWD(a,b),c),

(b) NWW(a,b,c) = NWW(NWW(a,b),c).

Zadanie 2.3. Oblicz NWD:

(a) NWD(51,136)

(b) NWD(90,189, 252)

(c) NWD(108,276,204)

Zadanie 2.4. Obliczc NWW:

(a) NWW(51,136)

(b) NWW(279,372)

(c) NWW(115,161)

Zadanie 2.5. Najwigkszy wspélny dzielnik liczb a i b jest réwny 24, a ich najmniejsza wspélna wielokrotnosé jest
rowna 2496. Znalez¢ liczby a i b.

Zadanie 2.6. Oblicz:
(a) NWD(n,n+1),
(b) NWD(n,n+ 3),
(c) NWD(3™n+2,15n+1).
Zadanie 2.7. Niech (F),) bedzie ciagiem Fibbonacciego, zdefiniowanym réwnos$ciami:
Fo=0,F =1,Fpy0=Fy+ Fpii dlan > 0.
Wykaz, z2e NWD(F,, F,,+1) =1 dla kazdego n.
Zadanie 2.8. Pokazaé, ze:
NWD(a,b) - NWD(a,c) - NWD(b,c) - NWW (a,b) - NWW (a,c) - NWW(b,c) = a® - b* - c2.
Zadanie 2.9. (a) Liczby a oraz b sa wzglednie pierwsze. Wykaz, ze a - blc < alc A b|e.
(Wsk. nasladuj dowdd lematu Euklidesa.)
(b) Podaj przyktad liczb a,b, ¢ takich, ze a|c oraz b|c, ale a - b1t c.
Zadanie 2.10. Rozwiaz uklady réwnan:

(a) NWD(x,y) =45
x/y=11/7

NWD(z,y) =20
(b)
-y = 8400
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NWD(z,y) =30
(c)
z+y =150

T +y =667
(@) {NWW(Q”*’) = 120.

NWD(z.y)

Zadanie 2.11. Rozwiaz rownania:
(a) 14z 428y =39

(b) 7x—8y=44

(c) 17z +39y =83

(d) 42823z + 6409y = 17

(e) 42823z + 6409y = 68

(f) 3z+2y+42z=1

(g) 3z+5y+62=>5.

Zadanie 2.12. * Fabryka wysyla towar w paczkach po 3 kg i po 5 kg. Wykazaéd, ze mozna w ten sposéb wyslaé
kazda catkowita ilos¢ kilograméw wieksza niz 7.

Zadanie 2.13. * Pokaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych parami wzglednie pierwszych p, ¢, r réwnanie:
P + oyl =2"

ma rozwigzanie w liczbach naturalnych z,y, 2.
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3 Liczby pierwsze i zlozone

Zadanie 3.1. Podaj przyklad liczb m, a, b takich, ze m|a - b, ale m { a,b.
Zadanie 3.2. Liczba p jest pierwsza i dzieli a? — b?. Wykaz, ze pla — b lub pla + b.
Zadanie 3.3. Wykaz, ze jezeli a®°?2|b%022 to alb.

Zadanie 3.4. Liczby a, b sa wzglednie pierwsze. Wykaz, ze jezeli a - b jest kwadratem liczby catkowitej, to liczby
a, b réwniez.

Zadanie 3.5. Ile réznych dzielnikéw ma liczba n = 23 - 37 . 532 . 720227

Zadanie 3.6. Liczby pierwsze p i ¢q, gdzie p > ¢, nazywamy blizniaczymi, jezeli p — ¢ = 2. Udowodnij, ze liczby
pierwsze p i q, gdzie p > ¢ sa blizniacze wtedy i tylko wtedy, gdy pqg + 1 jest kwadratem liczby naturalne;j.

Zadanie 3.7. Liczbe naturalng nazywamy bezkwadratowa, jezeli nie dzieli sie ona przez kwadrat zadnej liczby
naturalnej wigkszej od 1 (przykladowo liczba 6 jest bezkwadratowa, zas 12 — nie, poniewaz 4|12). Wykaz, ze dowolna
liczbe naturalng mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci a? - b, gdzie a,b € N, za$ b jest liczba bezkwadratowa.

Zadanie 3.8. Niech p1,po,...,pr beda réznymi liczbami pierwszymi. Wykaz, ze p% + p% +...+ pik nie jest liczba
caltkowita.

Zadanie 3.9. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych, dajacych reszte 3 z dzielenia przez 4.
(Wsk. Nasladuj dowdd tw. Euklidesa)

Zadanie 3.10. Wykaz, ze wszystkie rozwigzania réwnania 22 + y2 = 22 w liczbach calkowitych sa postaci

x:mz—nz, Yy = 2mn, z=m?+n?

dla pewnych liczb catkowitych m, n.
(Wsk. mozemy zalozyé, Ze x,y, z sq parami wzglednie pierwsze, dzielgc je przez ich NWD. Pokaz, ze jedna z liczb
x, y jest parzysta. Rozwa? réunosé (y/2)? = (x — 2)/2 - (x + 2)/2 i skorzystaj z zadania 4.)

Zadanie 3.11. Liczby a,b, ¢ sa catkowite dodatnie, przy czym a? + b?> = c2. Dowie$é, ze ¢ + %ab jest caltkowita
i zlozona.

Zadanie 3.12. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwsza. Wykaz, ze liczba p? — 1 jest podzielna przez 24.

Zadanie 3.13. Wykaz, ze dla kazdego n istnieje n kolejnych liczb ztozonych.
(Wsk. rozwaz liczby (n+ 1)1 +2,(n + D! +3,...,(n+ D! +n+ 1, gdzie (n+ 1)! oznacza silnig)
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4 Kongruencje

Zadanie 4.1. Znajdz reszty z dzielenia:
(a) 3% przez 23

(b) 711037 przez 17

(c) 7077377 przez 13
Zadanie 4.2. Wykaz, ze:

(a) 7|2nF2 4 32+

(b) 21]2*" +5,

(c) 257+l 4 457F1 —6=0 (mod 31).
(d) 7|2222°5% + 55552222

(e) 35[36" — 26",

(f) 5[35 4+ 732 4613,

(8) 721%%° —4,

(h) 13[31974 4 51974
Zadanie 4.3. Jaka jest cyfra jednosci liczby 21990?
Zadanie 4.4. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia liczby 1994 - 1995 - 1996 + 19972 przez 7.
Zadanie 4.5. Znalez¢, jesli istnieje, element odwrotny do a modulo n .

(a) a=5n=T,

(b) a=3,n=9,

(¢) a=35n=101,

(d) a =58, n=189,

(e) a =111, n = 1891.

Zadanie 4.6. Rozwiaz kongruencije:

(a) 1lz =5 (mod 28),

(b) 3z =2 (mod 7),

(c) 6z =4 (mod 12),

(d) 5z =1 (mod 6),

(e) 8z =20 (mod 16).

Zadanie 4.7. Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby 9999 — 4949,

Zadanie 4.8. Udowodnij, ze 0 jest ostatnig cyfra liczby 5353 — 3333,

Zadanie 4.9. Zalézmy, ze liczby ai,aq, ..., a2011 € Z sa nieparzyste. Znajdz reszte, jaka daje suma ich kwadratow
przy dzieleniu przez 4.
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Zadanie 4.10. Rozwiaz uklad kongruencji:

(a) x+ 2y =2 (mod 5),
3z —y =3 (mod 5),

3z —2y=1 (mod 7)
(b) _
dr+y =4 (mod 7)
Zadanie 4.11. Udowodnij, ze jezeli ostatnig cyfra liczby n jest 5, to dwie ostatnie cyfry liczby n? to 25.

Zadanie 4.12. Dana jest liczba calkowita a oraz liczba pierwsza p. Wykaz, ze jezeli 5a = 1 (mod p) i a = 10
(mod p), to a = 3 (mod p).

Zadanie 4.13. Znalez¢ wszystkie n € Z, takie ze n + 2|n? + 3.

Zadanie 4.14. Udowodnij, ze jezeli x € Z, zas p jest liczba pierwsza, taka ze
23 =22% + 3z (mod p)

to co najmniej jedna z liczb x,x — 3,z + 1 dzieli sie przez p.

Zadanie 4.15. Wykaz, ze jezeli p € P, pla + 1, to p"t|a?" + 1.

Zadanie 4.16. Wyznacz cztery ostatnie cyfry liczby 5°°55.
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5 Chinskie twierdzenie o resztach

Zadanie 5.1. Dowddca kazal ustawi¢ sie oddzialowi pigtkami oraz siddemkami. Bez piatki pozostal 1 Zolnierz, bez
siédemki — dwbéch. Ilu zolnierzy moze mieé¢ oddzial, wiedzac ze jest ich wiecej niz 70 oraz mniej niz 1007

Zadanie 5.2. Rozwiaz uklady kongruencji:

(a) {Jc =5 (mod 7)

=4 (mod 6)
x =2 (mod 3)
(b) < z=3 (mod 4)
x =4 (mod 5)
=0 (mod 4)
(c) Sz=1 (mod 5)
=2 (mod 7)

Zadanie 5.3. Popros kogos, zeby wybral liczbe naturalna mniejsza od 60 i wykonal nastepujace czynnosci:
(a) podzielil ja przez 3 i podal reszte. Niech ta reszta bedzie a,

(b) podzielil ja przez 4 i podal reszte. Niech ta reszta bedzie b,

(c) podzielil ja przez 5 i podal reszte. Niech tg reszta bedzie c.

Wybrana liczba jest reszta otrzymana z dzielenia liczby 40a + 45b + 36¢ przez 60. Wyttumacz.

Zadanie 5.4. Niech p, ¢ beda réznymi liczbami pierwszymi.

(a) Tl rozwigzan ma kongruencja 2> = 1 (mod p)?

(b) Tle rozwigzait ma kongruencja #2 =1 (mod pq)?

(c) Znajdz wszystkie rozwiazania kongruencji > =1 (mod 15).

Zadanie 5.5. Znajdz najmniejsza liczbe dodatnia, ktéra daje reszte 1 przy dzieleniu przez 11, reszte 2 przy dzieleniu
przez 12 i reszte 3 przy dzieleniu przez 13.

Zadanie 5.6. Znajdz liczbe trzycyfrowa (w systemie dziesietnym), ktéra daje reszte 4 przy dzieleniu przez 7, 9
ill.

Zadanie 5.7. Oblicz, ile jest liczb naturalnych mniejszych od 2000, ktore przy dzieleniu przez 11 daja reszte 1,
a przy dzieleniu przez 4 daja reszte 3.

Zadanie 5.8. Wykaz, ze uktad kongruencji
x=a (modm)
z=0b (modn)

ma rozwigzanie x wtedy i tylko wtedy, gdy a = b (mod NWD(m,n)).

Zadanie 5.9. * Czy istnieja parami rézne liczby pierwsze p, g, r takie, ze p|rq — 1, q|pr — 1, r|pg — 17
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6 Cechy podzielnosci

Zadanie 6.1. Wybierz liczbe od 1 do 9. Pomnéz ja przez 3, dodaj trzy do wyniku i ponownie pomnéz przez 3.
Jezeli wynikiem jest liczba dwucyfrowa, dodaj cyfry do siebie. Wynik to Twdj ulubiony przedmiot.

(10.) Historia
(1.) WF
(2 ) Geografia (11-) Plastyka

(3.) Chemia (12.) Muzyka

(4.) Jeryk angielski (13.) Jezyk niemiecki

(5.) Kanapka (14.) Repetytorium z matematyki elementarnej
(6.) Jezyk polski (15.) Technika

(7.) Edukacja dla bezpieczenstwa (16.) Fizyka

(8.) Jezyk hiszpanski (17.) Religia/etyka

(9.) Wstep do algebry i teorii liczb (18.) Wiedza o spoleczenistwie

Zadanie 6.2. Pokaza¢, ze liczby 5050505 nie mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch liczb pierwszych.
Zadanie 6.3.

(a) Wykaz, ze kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 7 taka sama reszte jak liczba, powstala przez
skreslenie jej ostatnich trzech cyfr, a nastepnie przez odjecie od liczby skreslonej tak powstalej liczby.

(b) Jaka reszte z dzielenia przez 7 daje liczba 1044567
Zadanie 6.4.

(a) Wrykaz, ze kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 11 taka sama reszte, jak suma jej cyfr na pozycjach
nieparzystych (liczac od rzedu jednosci) minus suma cyfr na pozycjach parzystych.

(b) Jaka reszte z dzielenia przez 11 daje liczba 1092347
Zadanie 6.5.
(a) Zamien liczbe n = (731)s (zapisana w zapisie 6semkowym) na liczbe zapisana w systemie dziesigtnym.

(b) Zapisz liczbe n = 100 w systemie ésemkowym.

(¢) Wykaz, ze liczba n = (Mgng—_1---7o)s (zapisana w zapisie 6semkowym) daje taka sama reszte przy dzieleniu
przez 7, jak suma jej cyfr.

Zadanie 6.6. Wykaz, ze kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 2" taka sama reszte, jak liczba zlozona
z n jej ostatnich cyfr.

Zadanie 6.7. Wyprowadz cechy podzielnosci przez 13, 101, 5™.
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7 Male Twierdzenie Fermata i twierdzenie Eulera

7.1 Male twierdzenie Fermata

Zadanie 7.1. Znajdz reszte z dzielenia:
(a) 2°% przez 101,

(b) 4'23 przez 13,

(c) 522204 przez 13.

Zadanie 7.2. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wykaz, ze p dzieli liczbe 11...1.
p—1

Zadanie 7.3. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwsza. Wykaz, ze dla p{a mamy: a?~1/2 = £1 (mod p).
Zadanie 7.4. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Znajdz reszte z dzielenia or” przez p.
Zadanie 7.5. Niech p, ¢ beda réznymi liczbami pierwszymi. Oblicz p?~—! + ¢P~! (mod pq).

Zadanie 7.6. Udowodnij, ze dla liczby pierwszej p # 2,3 zachodzi: 2°P=2 4+ 372 + 6P~2 =1 (mod p).
(wskazéwka: pomndz kongruencje obustronnie przez 2)

Zadanie 7.7. Niech p bedzie liczba pierwsza, p = 2 (mod 3). Wykaz, ze dla dowolnego a € Z istnieje b € Z takie,

ze a = b3 (mod p).

7.2 Funkcja Eulera

Zadanie 7.8. Policz: ¢(55), ¢(125), p(375).

Zadanie 7.9. Oblicz liczbe wlasciwych ulamkéw nieskracalnych o mianowniku 55.
Zadanie 7.10. Pokaz, ze:

(a) ¢(dn+2)=p2n+1),

2¢(n),  gdy 21{n,

(B) oltn) = {24,0(271), gdy 2|n.

Zadanie 7.11. Wykaz, ze ¢(n) = n — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

Zadanie 7.12. ZnaleZ¢ liczbe naturalna a, jesli ¢(a) = 3600 oraz jedynymi dzielnikami pierwszymi a sa: 3,5,7.

7.3 Twierdzenie Eulera

Zadanie 7.13. Znajdz reszte z dzielenia:

(a) 3172 przez 15,

(b) 6109 przez 8,

(c) 7°7 przez 12,

(d) 21000000 przez 77.

Zadanie 7.14. Wykaz, ze dla dowolnego n € Z:

(a) 30|n® —n,
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(b) 15|n" —n’ —n3 +n.

Zadanie 7.15. Wykaz, ze 1133|2330 — 1.
Zadanie 7.16. Znajdz reszte z dzielenia:
(a) 2489 przez 320,

(b) 15%32 przez 33,

(c) 2170 przez 98.
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8 Teoria grup

8.1 Definicja grupy

Zadanie 8.1. Ile réznych dzialan mozna okresli¢ na zbiorze:

(a) 2-elementowym?

(b) 3-elementowym?

(¢) n-elementowym?

Zadanie 8.2. Czy nastepujacy zbidr jest grupa z podanym dzialaniem? Czy jest to grupa abelowa?
(a) G=Q,axb=3i(a+b),

(b) G=7Z,axb:=ad,

(€) G=Quoaxbi=Va-b,

(d) G=Rsp, axb:=+a-b,

() G={f:R—=R|f(z)=azx+b, gdzie a,b € R,a # 0} z dzialaniem skladania funkcji,
(f) G=12[3]:={% :a,k € Z} z dzialaniem dodawania,

() G=[0;1], zxy:=a+y—[z+y],

(h) G = {5* : k € Z} wraz z dzialaniem dodawania,

(i) G = {5*:k € Z} wraz z dzialaniem mnozenia,

() G =(1;0) z dzialaniem axb:=ab—a — b+ 2,

(k) G = 5Z (liczby podzielne przez 5) z dzialaniem dodawania,

(1) G=Q\?2):={a+b/2:a,bc Q} z dziataniem dodawania,
(m) G=Q\?2):={a+bV2:a,bec Q} z dzialaniem mnozenia.

Zadanie 8.3. Niech G bedzie grupa.

(a) Wykaz, ze (ab)~! = b=ta~! dla dowolnych elementéw grupy a,b € G.
(b) Oblicz (abc)~! dla danych elementéw a, b, ¢ grupy G.

Zadanie 8.4. Wyznacz grupe izometrii kwadratu. Wskaz element neutralny i elementy odwrotne do wszystkich
elementdw.

Zadanie 8.5. Rozwiaz réwnanie ax = b dla danych a,b € G.

Zadanie 8.6. Niech e bedzie elementem neutralnym grupy G. Wykaz, ze jesli a> = e dla dowolnego elementu
a € G, to grupa G jest przemienna. Czy jezeli grupa G jest przemienna, to a®> = e dla dowolnego elementu a?

Zadanie 8.7. Niech G bedzie grupa. Udowodnij, ze réwnoéé (ab)? = a? - b* zachodzi dla wszystkich a,b € G wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest abelowa.

Zadanie 8.8. Niech G bedzie grupa, zaé g, h € G. Oblicz (ghg=!)".
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8.2 Podgrupy

Zadanie 8.9. Czy zbiér {2% : k € Z} jest podgrupa grupy (R*,-)?
Zadanie 8.10. Znajdz wszystkie podgrupy grupy:
(a) Z/5,

(b) Z/8,

(©) /12,

() o),

(e) @(5).

Zadanie 8.11. Czy zbiory:

(a) Hi={f=azx:R—Rla € R, a#0},

(b) Hy={f=a2+b:beR},

(c) Hy={f=—-z+b:beR}

sa podgrupami grupy G = {f : R — R|f(z) = ax + b,a,b € R,a # 0} (z dzialaniem skladania funkcji)?

8.3 Izomorfizmy i homomorfizmy
Zadanie 8.12. Czy grupa G = (1;00) z dzialaniem a x b := ab — a — b+ 2 jest izomorficzna z grupa (Rsg,-)?
Zadanie 8.13. Ktére z ponizszych grup sa izomorficzne z Z /67

®(7), ®(9), grupa izometrii tréjkata réwnobocznego, ®(12)
Zadanie 8.14. Ktére z ponizszych grup sa izomorficzne z (Rg,)?

(R, +), (R*,-), (@>0,")

Zadanie 8.15. Czy grupa 27 jest izomorficzna z grupa Z7?
Zadanie 8.16. Niech G bedzie grupa izometrii rombu niebedacego kwadratem. Czy G = 7 /47

Zadanie 8.17.

Czy grupa (Qsg,-) jest izomorficzna z (Q, +)?
(Wsk. zalézmy, ze g : Q — Q4 jest izomorfizmem i niech g(x9) = 2 dla pewnego xo. Skorzystaj z tego, Ze 2 nie
jest kwadratem liczby wymiernej)

Zadanie 8.18. Czy dana funkcja f : G — H jest homomorfizmem grup?
() G=H=R, f(x)=2*

(b) G=H=R*, f(x)=2?

(c) G={g9(z)=azx+b:R—=>R|a#0}, H=R*, f(ax+b)=aq,
(d) G=R*, H=(0;00), f(x)=lzl,

() G=2Z,H=27Z/n, f(x)=ry(x).

Zadanie 8.19. Niech G bedzie grupa. Rozwazmy funkcje f : G — G, f(g) = g~ *. Wykaz, ze f jest homomorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G jest abelowa.
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9 Grupy symetrii

Zadanie 9.1. Oblicz 0!, 0o, Too dla:

(a)a_12345677_1234 6 7
“\2 437 156) " \574312¢6)

(b)0_1234567__123456
“\3 1426 5) \13 4265

Zadanie 9.2. Zapisz w postaci dwuwierszowej:
(a) g = (4a 173) € S47
(b) 0=1(2,5,6,4,3,1) € Sy.

Zadanie 9.3. Zapisz podana permutacje w postaci iloczynu cykli oraz iloczynu transpozycji. Czy podana permu-
tacja jest parzysta?

(a) 1 2 3 4 5 6 7
4 71 5 2 3 6
1 2 3 45 6 78
b
(b) ( 2 3 45 17 86 >
(©) 1 2 3 4 6 7
2 43 715 6)
Zadanie 9.4. Oblicz 02, 03, 0~! dla permutacji z poprzedniego punktu.
Zadanie 9.5. Rozwiaz réwnanie:

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 6 1 2 3 4 5 6
(a) 000 - ,
6 1 5 3 4 2 5 2 6 3 4 4 1 5 3 6 2
1 2 3 45 1 2 4 5
(b) (31542)000(1’4’3)_<24 35)’
Zadanie 9.6. Okresl parzysto$é permutacji:
(@) o= 1 2 3 45 6 3n—2 3n-—1 3n
~\3 2 16 5 4 3n  3n—-1 3n-—2
- 1 2 oo o n+4+1 n+2 2n
(b) U_<n+1 n+ 2 m 1 2 ... n )

(©) (1 2 ... n—=1 n
“\n n-1 ... 2 1)
Zadanie 9.7. Na dlugim drucie siedza trzy koniki polne: Arkadiusz, Bonifacy i Czestaw. Raz na minute jeden

z nich przeskakuje przez siedzacego obok (np. na poczatku B moze przeskoczy¢ przez A lub C, a A tylko przez B).
Czy po parzystej liczbie skokéw koniki polne moga ustawié sie w kolejnosci C, B, A?

Zadanie 9.8.
(a)

Na polce stoja ksiazki, ktére chcemy poukladaé alfabetycznie. Czy mozemy to zrobié¢, zamieniajac skonczenie
wiele razy miejscami po dwie (niekoniecznie sasiednie) ksiazki?

Jakich zamian trzeba dokonaé¢ w przypadku, gdy ksiazki sa poukladane nastepujaco: 3175624 (numer to

(b)

kolejnos¢ ksiazki w porzadku alfabetycznym)?
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10 Liczby zespolone

10.1 Podstawowe wlasnosci

Zadanie 10.1. Oblicz:

(2) (3+2i)—(V2—1),

(b) (2—3i)-(1+ 30),

(¢) (2—=34): (1+3i),

(d) |2-—3il.

Zadanie 10.2. Rozwiaz réwnanie:
(a) 22—42+5=0,

(b) 42+ (1—-1i)z=9—3i,

(¢) (249 -Z—i)+z—%z=-2i,

(d) Zti = 5i.

(a) Re(z) = =52,
(b) Im(z) = %52,
(¢) 2=z < zeR,

(d) z=-=2 e z=i-bdlabeR,

(€) lz1+z2f® +[21 — 2> = 2 (Jaa|* + |22]?).

Zadanie 10.4. Podaj interpretacje geometryczna zbioru:
(a) {zeC:|z—il <2},

(b) {zeC:2<|z—1| <4},

(c) {zeC:|5==1}

z—1

(d) {zeC:Arg(z)=%, Im(z) <3},

(e) {z€C:|z—2i > |z+il},

(F) {z€C:lz—1—i|+|z+1+1i] =2V2}.

Zadanie 10.5. Wykaz, korzystajac z liczb zespolonych, ze o + 5 + v = 90°.

A B C

o =

Zadanie 10.6. Wykaz, ze jezeli 21,20 € C, |21] = |22| = 1, to 1’11:22 eR.
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10.2 Potegowanie i pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zadanie 10.7. Zapisz w postaci trygonometrycznej liczby: —12, —1 4+ i, —1 — iv/3, v/3 + 1.
Zadanie 10.8. Oblicz ze wzoru de Moivre’a:

(@) (—1+0)%,

(b) (~1—iv3)™,

(c) (V/3+i)2020,

Zadanie 10.9. Oblicz /8 — 67, /1 + 4iv/5.

Zadanie 10.10. Rozwiaz rownania w C:

(a) % =27,
(b) 2% = —3i,
() a'=-1,
(d) 2% =1,
(e) a%=-T.

Zadanie 10.11. Niech ¢g,...,e,_1 beda n-tymi pierwiastkami z jednosci. Wykaz, ze:

(a) Zk 08k =

(b) Hk ok =(=1)"".

Zadanie 10.12. Korzystajac ze wzoréow de Moivre’a, wykaz tozsamosci trygonometryczne:
(a) cosdx =8cos*z —8cos?x + 1,

(b) sin4z = 4sinzcosz(1 — 2sin? z).
Zadanie 10.13. Korzystajac ze wzoréow cosx = , wykaz tozsamodci:
(a) sin2x = 2sinz - cosz,

(b) cos2z = cos?z — sin? =,

(c) cosdx =8cos*x —8cos?x + 1,

(d) sin4z =4sinzcosx(1 — 2sin? x),

S ntl s
n k.o . _ rsinz—r sin((n+1)x)+r sin(nz)
(e) Zk:l r Sln(k 37) - 1—2r cos x+72 :

Zadanie 10.14. Rozléz wielomian % — 1 na iloczyn nierozkladalnych wielomianéw o wspétezynnikach rzeczywi-
stych.

Wigkszo$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra J. Garnka



	Podzielność w Z oraz indukcja
	Podzielność w Z
	Indukcja

	NWD, NWW, algorytm Euklidesa
	Liczby pierwsze i złożone
	Kongruencje
	Chińskie twierdzenie o resztach
	Cechy podzielności
	Małe Twierdzenie Fermata i twierdzenie Eulera
	Małe twierdzenie Fermata
	Funkcja Eulera
	Twierdzenie Eulera

	Teoria grup
	Definicja grupy
	Podgrupy
	Izomorfizmy i homomorfizmy

	Grupy symetrii
	Liczby zespolone
	Podstawowe własności
	Potęgowanie i pierwiastkowanie liczb zespolonych


