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8 Macierz przeksztalcenia liniowego

Zadanie 8.1. Wyznaczy¢ wspdlrzedne wektora:

(a) U= (17 _230)7

(b) v=(0,1,2)

w bazie B = ((1,3,4),(0,1,2),(0,0,—1)) przestrzeni R3.

Zadanie 8.2. Niech ¢ : R? — R?, ¢ : R? — R3 bedg przeksztatceniami liniowymi danymi wzorami:

o ((x1,x9,23)) = (4o1 + 322 + 23, 521 + 429 + 223), ¥ ((z1, x2)) = (3x1 — @2, bxy — 329, Tx1 — DXa).
Wyznaczy¢ macierz przeksztalcenia liniowego ¢, 1, ¢ o), ¥ o .

Zadanie 8.3 (zad. 262, 263, 296, JR). Niech ¢ bedzie przeksztalceniem liniowym. Wyznaczyé macierz Mpeo(p)
przeksztalcenia ¢ w bazach B i C, gdzie:

(@) ¢: R = R? o((z1,22)) = (421 — 22, 71 — 322), B = ((2,1),(4,7)), C (( 1),(0,1)),
(b) ¢: R = R2 o((w1,22,23)) = (x1 + 22,71 + 229 — x3), B = ((1,0,1),(0,1,1), (1,1 )), C=((1,4),(1,5)),
() ¢: R® =R o((x1,22,23)) = (v1 — 2+ 23,21 + T2 — T3, —71 + 22 +23), B = ((1,0,-1),(0,1,-1),(1,1,0)),

(
C == (( -1 0)7 (17 9 ) (0a052))7
(d) (20 R? — R3 ((1'1312)) = (4$1+$2; 7$1+2‘T2’x1*$2), B= ((174)3 (277))3 C= ((717930)7 (27075)ﬂ (0777 2))

Zadanie 8.4. Wyznaczy¢ wspélrzedne o(v) w bazie C, wykorzystujac macierze otrzymane w odpowiednich pod-
punktach zadania 8.3, gdzie:

(a) v=(6,8);
(b) v=1(0,0,2);
(c) v=1(2,1,-1);
(d) v=(1,3).

Zadanie 8.5. Znalezé macierz przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W w bazach B i C, gdzie:

o 21 + 22 Lo 2 3] [2
_ 3 _ 2 _ s U1 3 o o .
(a) V_(Z/7)7W_(Z/7)? 80 X2 _|:$1+$2+5l'3:|’ B_ 2 ) 1 ) 2 ) C_<|:5:|7|:4:|)5
X3 0 4 6
ai
(b) V=R W =R[z]s, ¢ |az = (a1 +ag)x* + (—az + 2a3)x3 + (—a1 +2a2 — a3)x* + a1 + (a1 + ag — az),
as
—1 2 1
B = 20, |-2], |1 , C:(l,x3,x4,x2,m);
1 -1 0

(¢) V=Rz]y, W=R[z]s, ¢ (f(x))=[f(z), B= (a:, 1, 23, 22, x4) , C= (174, 23, 22, x, 1);

(d) V = Rlz];, W = R|z]s, @(a3x3+a2x2+a1m+a0) = aopr® + (a1 + az)r + a3, B = (x3, 22, x, 1),

Zadanie 8.6 (zad. 264, 265, JR). Niech ¢ bedzie przeksztalceniem liniowym danym przez macierz Mpc(¢). Znalezé

wzOr:

@ los0), we : B B2 Mac(e) = [§ 3], B == (.0, 0.1)

() pller,0), gdsie o R B, Mac() = | 7y 5| B = (6,1,(11,2)), € = (1,1).(4.3)

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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2 -3 0

5 7 3] ,B=1((5,4,2),(1,1,0),(2,2,1)),C = ((3,1), (2, 1)).

(c) o((z1,22,73)), gdzie p : R? — R Mpc(p) = [
Zadanie 8.7 (zad. 268, 269, JR). Niech ¢ : R? — R? bedzie przeksztalceniem liniowym. Znalezé baze:

(a) C, gdy mamy dane: wzdr przeksztalcenia ¢((z1,z2)) = (321 + 22,21 + 3x2), macierz Mpc(p) = [g 2} oraz
baze B = ((5,4), (3,2)),

(b) B, gdy mamy dane: wzér przeksztalcenia ¢((x1,22)) = (z1 — 2,421 + x2), macierz Mpc(p) = [;l ﬂ
oraz baz¢ C = ((—1,6),(0,5)).

Zadanie 8.8 (zad. 292, JR). Przeksztalcenie liniowe ¢ : R® — R? dane jest przez macierz

Mpc(p) = E i) 51} Znalez¢ macierz Mpio (@), gdy:

(a) B=((4,5,1),(1,1,1),(3,0,5)), C =((4,4),(—-4,-5)),
B/:(( ’4’5)7(4a1’6)7( a2»7))7 CI:(( al)’(4v3))
(b) B =((4,4,1),(3,0,1),(4,3,1)), C=((1,2),(2,-1)),
B' = (( 74a 1)7 (5a 8, 1)7 (3a 1» 1))7 C' = (( ) 1)> (_5a O))
Zadanie 8.9 (zad. 293, JR). Endomorfizm ¢ przestrzeni wektorowej R? ma w bazie kanonicznej macierz macierz

M(p) = E ﬂ . Znalez¢ macierz tego endomorfizmu w bazie B, gdzie:

(a) B = ((170)’ (_17 1));
(b) B=((7,5),(6,3)).

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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9 Jadro i obraz przeksztalcenia liniowego; przestrzen ilorazowa

Zadanie 9.1 (zad. 245, JR). Sprawdzi¢, ze jadro przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W jest podprzestrzenia
przestrzeni V.

Zadanie 9.2 (zad. 247, JR). Sprawdzié, ze obraz przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W jest podprzestrzenia
przestrzeni W.

Zadanie 9.3 (zad. 246, JR). Wykazad, ze przeksztalcenie liniowe ¢ : V — W jest monomorfizmem wtedy i tylko
wtedy, gdy Ker ¢ = {6y }.

Zadanie 9.4 (zad. 248, JR). Sprawdzié¢, ze jeSli funkcja ¢ : V — W jest przeksztalceniem liniowym
iV =L(vy,...,v,), to Imp = L(p(v1),...,0(vn)).

Zadanie 9.5 (zad. 252, JR). Znalezé po jednej bazie jadra i obrazu przeksztalcenia liniowego ¢ : R — R*, ktérego
warto$¢ w dowolnym punkcie (21,22, 73) € R? jest réwna:

(a) (z1 — 3z2 — 5x3,21 — 329 — B3, &1 — 3x2 — by, 1 — 3T9 — HI3),
(b) (.’L‘l + 229 4+ 4x3,3x1 + 2 + 723,221 + Do + 923,629 + 6333),
(C) (1‘1 — X9 + Zrs, 21‘1 — T2 + 21}3, 31‘1 — X2 + 41’3,4131 - 2582)

Zadanie 9.6 (zad. 254, JR). Wypisaé wszystkie elementy podanej przestrzeni ilorazowej, znalezé baze podanej
przestrzeni ilorazowej oraz zbudowac tabelki dziatan w podanej przestrzeni ilorazowej:

(a) (z/2)3/W, gdzie W = {(0,0,0), (1,0,0)};
(b) (2/3)?/W, W = L((1,2)).

Zadanie 9.7 (zad. 255, 256, JR). Opisaé¢ warstwy przestrzeni wektorowej V wzgledem jej podprzestrzeni W.
Korzystajac z I twierdzenia o izomorfizmie, pokazaé, ze V/W = V'  gdzie:

(@) V=R W={(an);2, €V:ay=0},V' =R;

(b) V=R>® W ={(a,); €V : a1 =4ay = 5az}, V' = R?;
(¢) V=MR), W ={[a;;] €V ];a12 = az =0}, V' =R?
(d) V=Clu, W={feV: f(0)=f(1)=0}, V' =R~

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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10 Wektory wlasne, wartosci wlasne i przestrzenie wlasne

Zadanie 10.1. Wyznacz wektory i wartosci wtasne endomorfizmu f: V — V., jesli

(a) V=R3oraz f((x,9,2)) = (v —y — 2,2y — z,32);

(b) V =R3oraz f((x,y,2)) = (=32 — 2y — 42,22 + Ty + 102, — 2y — 22);
(c) V =Q3oraz f((z,v, )):(Sx—y—i—z 2z + z,2x — 2y + 3z);

(d) V=C?oraz f((z,9) = (z —y, 2 +y);

(e) V =(2/5) oraz f((2,y)) = (296 + 4y, +4y);

(f) V =R[X]4 oraz f(e(x)) = ¢'(x).

Zadanie 10.2. Niechn > 21 ag,a1,...,a,—1 € K. Wyznacz wielomian charakterystyczny dla macierzy
00 ... 0 —ap
1 0 —aq
0 1 0 —ao
0O 0 ... 1 —Qnp—1

Wywnioskuj, ze dowolny unormowany wielomian f € K[X] stopnia n jest wielomianem charakterystycznym pewnej
macierzy A € M, (K).

Zadanie 10.3. Podaj przyklad takiej macierzy A € M,,(K), ze

(a) A e My(R)i A nie ma wartoéci wlasnych.
(b) A € My(R) ma tylko jedna warto$¢ wlasng i nie jest macierza jednostkowa pomnozona przez skalar.
(c) AeM;3(Q)i A nie ma wartosci wlasnych.
)

(d) A € M;(R) ma dokladnie dwie rézne wartodci wlasne.

Zadanie 10.4. Dla wartoséci wlasnych podanych macierzy (nad R) wyznacz krotno$é algebraiczng oraz krotnosé
geometryczng

8 —6 0 2 -1 1 2 -1 1
A=19 -7 0], B=1|6 -3 4], C=]1 1 1
6 —4 0 1 -1 2 0 1 1
Zadanie 10.5. Niech A € K oraz
A 1 0 0 0 07
0 X 1 0 0 O
0 0 X 0 0 O
A=+ ot € Mp(K)
00 0 ... x10
00 0 ... 0 X1
0 0 0 ... 0 0 M\

Wykaz, ze A jest wartoScia wlasng macierzy A oraz oblicz jej krotnosé algebraiczng i geometryczng.
Zadanie 10.6. Wyznaczy¢ wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu
v Rlz]e = Rz]a,

danego wzorem:
<p(a2:1:2 + a1z + ag) = 2a012 + (a2 + bay — 3ap)x — 3a; + bag.

Czy macierz tego przeksztalcenia jest diagonalizowalna (czy da sie sprowadzi¢ do postaci diagonalnej)?

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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2 4

Zadanie 10.7 (zad. 321, JR). Zbadaé, czy macierz A = [1 4

} € My (K) jest diagonalizowalna, jesli cialo K jest
nastepujace:

(a) @

(b) R;

() G

(d) Z/5;

(e) Z/7;

) z/11.

Zadanie 10.8 (zad. 322, JR). Znalez¢ macierz diagonalnag D podobna do danej macierzy A € M3(R), jesli taka
macierz D istnieje. Znalezé tez wtedy macierz odwracalna S taka, ze D = S~'AS, gdzie macierz A jest postaci:

i i 5 1 4 3 -2 1
4 -2 1 (d) [-5 1 4; (g) |6 —6 4];
(@ |3 -1 1 4 1 3 6 —5 3
6 —6 4]
4 —4 ] 6—41. 8—71.
(b) 4 —4 8 : (e) 5 =3 1 3 (h) 8 —7 1 N
o1 2 -4 4 0 8 —8 1]
1 —4 1] 7 2 6 11 5 5
(c) [0 =3 1f; ) -4 2 3|; () |-12 5 6
0 —6 2] -8 2 7 —-12 6 5
Zadanie 10.9. Niech n € N. Obliczy¢:
n n 11 11" 3 2 47" -7 2 671"
[:i’], {—?2] -1 1 11|, 2.0 2|, -4 2 3
111 4 2 3 -8 2 7

Zadanie 10.10. Udowodnij, ze przestrzen W = L(wy,...,w,) jest T-niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy
T(wj;) € W dla kazdego j =1,2,...,n

Zadanie 10.11. Sprawdzié¢, czy W jest T-niezmiennicza podprzestrzenia w V:

(a) V=R W=/{(t—tt):teR}, T(z,y,z )—(x+3y+32,—3x—5y—3z,3x+3y+z);

(b) V=R3 W=L((1,0,-1),(1,-1,1)), T(z,y,2)=(z—y— 2,2z —y,32);

(c) V=R3 W=L(1,-1,1),(1,1,-1)), T (x, y, z) = ( 3£L' — 2y —4z,2x + Ty + 10z, 2 — 2y — 22);
(d) V=MR), W={AeV:AT=A}, T(A)=[%}]4

Zadanie 10.12. Znalezé wszystkie jednowymiarowe podprzestrzenie T-niezmiennicze w R? dla operatora:

T(z,y,2) = (x — 4y + z,—4a + y + 2,4z + 4y + 42).

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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11 Formy dwuliniowe, radykal lewostronny i prawostronny

Zadanie 11.1 (BG t.II, zad. 14.1). Ktore z nastepujacych przeksztalcen sa formami dwuliniowymi?

x1 Y1
(a) B: K3x K3 =K, pv,w)=z1ys+ x2y1 + x3y3, gdzie v = |z2| , w = |y2|;
xs3 Y3
[21 _yl_
. n n _ n ). : _ T2 _ Y2 .
(b) B: K"x K" = K, B(v,w)=>37_,jr;y;, gdzie v = Sly=1 s
LTn LYn |
EZ _yl_
. o4 4 _ . _ | X2 Ya |
(¢) B: K*x K*—> K, p(v,w)=x1ys+ x2ys, gdzie v = | 0= E
3 3
L L4 Y4 ]
Z1 Y1
(d) B: K*x K* = K, gdzie f(v,w) = x1y2 + 23 + 22y3, v = iz , W= 32 , char K # 2.
3 3
T4 Ya

Zadanie 11.2 (BG t.I1, zad. 14.2). Znalez¢ macierze nastepujacych form dwuliniowych:

x Y1
(a) B: K3xK®—> K, pBv,w)=z1ys — 222y3 + 6x3y1, gdzie v = |z2| , w = |y2|;
€3 Ys
T1 Y1
(b) B: K*xK*— K, gdzie 8(v,w) = 421y1 +322ys — 6234 +523y1 — 924y + 372ys3, gdzie v = iQ ,w= 32 :
3 3
T4 Ya
T U1
(c) B: K3 x K?® — K, gdzie B(v,w) = —3z3y1, gdzie v = |22| , w = |ya2].
3 Ys

Zadanie 11.3 (zad. 419, JR). Metodami poznanymi na wykladzie (tj. z definicji oraz korzystajac z macierzy
przejécia od bazy do bazy), znalezé macierz formy dwuliniowej 3 : R? x R? — R, danej wzorem:

X
B ([ 1} , [yﬂ) =4x1y1 + T21Y2 + ST2y1 + 9z2Y2
T2 Y2

w bazie B, gdzie:

o (1)
o (1 L)
o (31
o (- [])

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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Zadanie 11.4 (BG t.II, zad. 14.3). Znalez¢ rady, 3, i radp 8 dla nastepujacych form dwuliniowych:

(a) B K? x K2 - K, ﬁ(’u,w) = z1ys, gdzie v = l:i1:| W= |:y1:|;
2

Y2
. T n
(b) B: K} x K* - K, B(v,w) = x1y1 + x3y3, gdzie v = |22| , w = |y2|;
€3 Y3

I Y1

(c) B: K*x K*— K, B(v,w)=2z1y1 + 21y3 — 273Y4 + 3T4Y2, gdzie v = iQ , W= Zf , char K # 2, 3.
3 3
Ty Ya

Zadanie 11.5 (BG t.II, zad. 14.4). Znalez¢ wszystkie macierze A € M,,(K) takie, ze forma dwuliniowa:
Bv,w) = v’ Aw

ma wlasno$é

B(Bv,w) = (v, BT w),
dla kazdego B € M, (K).

Zadanie 11.6 (BG t.II, zad. 14.6). Niech A € M,,(K). Wykazad, ze jesli A € GL,,(K), torady, 8 = radp 5 = {0, },

dla formy dwuliniowej:
f: K"x K" - K, B(v,w)=0vlAw.

Zadanie 11.7 (BG t.II, zad. 14.7). Wykazaé, ze forma dwuliniowa:
B: K"x K" - K, B(v,w)=v"Aw, AcM,(K)

ma te wlasnosé, ze jesli rady, 8 = {6,} lub radp f = {0, }, to A € GL,,(K).

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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12 Tloczyn skalarny, algorytm Grama-Schmidta

Zadanie 12.1 (zad. 438, JR). Sprawdzi¢, czy funkcja 8 : R? x R? — R okre$lona danym wzorem jest iloczynem
skalarnym w przestrzeni R?:

. B
(a) B ( ! ) u ) = 21Y1 + T1Y2 + T2y1 + 2T2Y2;
| L2 1Y2 ]

N .
(b) B < e u > = 3z1y1 + 4x1Yy2 + 4T291 + ST2Y0;
12| [Y2]

X _
(c) B < H > = T1y1 + T1Y2 + Tay1 + T2yo.
L2 Y2

Zadanie 12.2 (zad. 445, JR). Wykazaé, ze w dowolnej przestrzeni euklidesowej réwnosé:
[[oll = [lw]]
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v +w L v — w.
Zadanie 12.3 (zad. 446, JR). Wykazaé, ze w dowolnej przestrzeni euklidesowej réwnosé:
[o+wl| = lv—wl
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v L w.

Zadanie 12.4 (zad. 447, JR). W przestrzeni euklidesowej R? z iloczynem skalarnym okreslonym wzorem:

x
< [ 1] ) [@h] > =z1Y1 + T1Y2 + T2y1 + 2T2Y2
] Y2

obliczy¢ kat miedzy danymi wektorami:

@ L))
e L] [

Zadanie 12.5 (zad. 448, JR). W przestrzeni euklidesowej Cj_1,q) z iloczynem skalarnym:

1
<ﬁm:/;ﬂ@mmm

obliczy¢ kat dana para funkcji:
(a) f(x) = sin(ra), g(z) = cos(ra);
(b) flx) =22 g(x) =2+ V3.

Zadanie 12.6 (zad. 450, JR). Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa. Wykazaé, ze dla dowolnych v, vy, v, ..., v, €
V warunek v L L(vy,va,...,0,) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy vLv; dla kazdego i € {1,2,...,n}.

Zadanie 12.7 (zad. 452, JR). Niech

Ty

xTo 4 ., _ —
W = " ER*: vy +x9—23+T4 =21 —T2+23—24=0

3

T4

bedzie podprzestrzenia przestrzeni euklidesowej R* z kanonicznym iloczynem skalarnym. Znalezé jedna z baz prze-
strzeni W+,

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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Zadanie 12.8 (zad. 453, JR). Sprawdzi¢, ze dla dowolnej przestrzeni euklidesowej V' zachodza réwnosci {0y }+ =V
iVt ={oyv}.

Zadanie 12.9 (zad. 462, JR). Stosujac algorytm Grama-Schmidta, znalez¢é baze ortonormalna danej podprzestrzeni
przestrzeni euklidesowej R* z kanonicznym iloczynem skalarnym:

17 31 [7
I EEIRE
@ L, 15 B
1] [ |t
9] 4] [ 9]
ol 1] |-3
(b) L 1 ) 8 ) 6 )
o] [2] [ 2
51 (117 [13
3 5 1
@ Lilyls| 4] |3
1] |1 1

Zadanie 12.10 (zad. 465, JR). Wyznaczy¢ rzut prostopadly wektora v na podprzestrzenn W przestrzeni euklidesowej
R* z kanonicznym iloczynem skalarnym, gdzie:

7 1

@ v=|" w=r|| ]|

(b) v=

[ 7 3 6 4
) 0 4 4
(c) v= W=L11,1> sl
0

3 3

1 1 1
-2 -1 2 -3
W=1L 11, 1], 5], 0
2 -2 -2 0
-5 4 1 1
Nie wyznaczajac bazy ortonormalnej podprzestrzeni W, znalez¢ rzut prostopadly w  wektora
9
)
v = | 2| na podprzestrzen W.
6
11
Zadanie 12.12 (zad. 467, JR). Niech V = R* (przestrzen euklidesowa z kanonicznym iloczynem skalarnym),
1 5
-1
W =1L lv= _E Wyznaczyé rzut prostopadly wektora v na podprzestrzein W=,
-1 -1

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego



DB — Algebra liniowa — semestr letni 2026 10

13 Formy kwadratowe

Zadanie 13.1 (zad. 428, 429, JR). ZnaleZ¢é macierz dla nastepujacych form kwadratowych.

(@) qf

(b)

(©) aln

(d) gq(z1,29,23
q(
q(

q(xr1, 22,23 ? + 2x% + 213:% + 22179 + 4x123 — 6X223;

) =
X1,T2,x3) = T1x9 + 2x123 + 4dxoTs;

) = x1x2 — 3123 + ST2x3;

) = 2% + 523 + 723 + dx129 — 67123 — 222735
(e)
()

Zadanie 13.2. Stosujac metode Lagrange’a doprowadzi¢ formy kwadratowe z Zadania 13.1 do postaci kanonicznej
oraz podaé¢ macierze, ktére daja podstawienia zmiennych, by otrzymaé z form z Zadania 13.1 formy diagonalne.

q(x1, 0, 3, 14) = xl + 2952 + 191‘3 + 31‘4 + 22119 — 4dx123 + 62104 + 423 + 8T — 831y,

T1,T2,T3) = 3 + 223 + 23 + 22179 + 37123 + w273,

Zadanie 13.3 (zad. 431, JR). Stosujac metode Jacobiego doprowadzi¢ forme kwadratowa ¢ do postaci kanonicznej.
Podaé¢ macierz, ktéra daje podstawienie zmiennych, by otrzymaé z formy g forme diagonalna.

(a) (I’l,IL‘Q, Ig) + 5392 + 11:173 + 41311’2 + 61711‘3 + 141‘21’3,
b) q(x1,z2,23) = —|— 522 4+ 1522 — 4x129 — 82123 + 162023;
2 3
c T1,%2,T3) = + 8x2 — 822 — 6129 + Sx123 — ldzoxs;
2 3

(d) q(z1,22,73) = 622 + 23 + 62179 + 102173 + 87973;
(e) (1‘1,1172, 3) = 1‘1 + 81’% + l’g + 101‘11’2 + 2171353 + 41’2I3;
(f) q(z1,79,73) = 323 + 223 + 923 + 23129 + 107123 + 87273.

Zadanie 13.4 (zad. 435, JR). Korzystajac z definicji oraz kryterium Sylvestera sprawdzié¢, czy ponizsze formy sa
dodatnio okreslone.

(a) q(z1,72,23) = 2% + 323 + 722 + 22129 + 42173
(b) q(z1,22,73) = 27 + 23 — 23 + w122 + 27073
Zadanie 13.5. Sprawdzié, czy nastepujace formy kwadratowe sa dodatnio/ujemnie okreslone:

(a) q(z1,29,23) = — 423 + 1023 + 23129 + 67123 — 107923;
(b) q(x1,22,73) = 2% + 923 + 1223 + 42129 — 22173 — 1430735
(c) q(z1,79,73) = —22 — 1023 — 1023 — 62122 + 22173 + Sw273;
(d) q(x1,22,73) = 222 — 922 — 323 + 27129 — 42173 — 62273;

( )
( )
( ) =
( ) =

= —2:5% — 330% — 1430% 4+ 4dx129 + dx123 — 102923;

(e) ¢
(f) q(z1,79,73) = 322 — 223 + 522 — 22179 — 6T973;

(g8) q(x1,m0,23) = =323 + 523 — 2% + dwv119 — 62173 + 23073;
(h) g(x1,29,23 222 + 21232 + 1322 — 127129 + 122973;

Zadanie 13.6 (zad. 436, JR). Obliczy¢, dla jakich wartosci parametru A forma kwadratowa ¢ dana wzorem
q(r1, 22, 73) = 2% + 223 + A\23 + 62172 + 67123 + 47273 jest dodatnio okredlona.

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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14 Posta¢ kanoniczna Jordana

Stwierdzenie 14.1. Niech

A, O ... O
O Ay ... O

A= . . . EMn(K)v
O O ... A

gdzie A1, Ao, ..., A, sq dowolnymi klatkami kwadratowyms, natomiast litery O oznaczajg macierze zerowe odpowied-
nich wymiaréw. Niech f(x) € K[z]. Wowczas:
f(Ar) O 0
O  f(As) 0
f(a) = | |
o 0 f(Ar)
Stwierdzenie 14.2. Niech f(x) € K[z] oraz char K = 0. Niech:
a 1 0 ... 00
0 a 1 0 0
A= | e ML)
0 0O a 1
0 0O 0 a
Wowczas ) ) ) ) .
fla) fia) 5f"(@) o e/ Pa) i fV(a)
0 fla) fla e f (@) ok /2 (a)
f(A) = : s ; :
0 0 0 f(a) f'(a)
0 0 0 0 f(a)

Zadanie 14.1 (zad. 349, 350, JR). Znalez¢ postaé Jordana B oraz wielomian minimalny ¢4 (t) danej macierzy
A € M,,(C) oraz taka macierz C € GL,,(C), by zachodzila réwno$¢ B = C~LAC:

] 3 -3 1 -1 100
L 21 (e) A=1|1 -1 1|; 0 -1 0 0
(a) A=10 1 0f; 2 —6 4 () A=1_, 4 11
0 11 | 8 —4 0 1
6 1 —6]
(b) A= |8 2 -8; 11 -1 71 0 -1
41 -4 f) A=1[8 5 —6/; . -5 1 —4 2
- ) () 8 4 -5 @ A=141 7 of
20 -4 40 -4 3
(c) A=14 1 -T7|; )
2 0 —4 ]
- - 0 1 00 11 0 0
1 -4 0 0 00 . —2 1 1 -1
(d A= |-2 -1 ® A=15 5 1 of W A=\ 46 -1 4]
4 -8 5 -5 -7 8 | 44 -2 5

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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Zadanie 14.2 (zad. 337, 338, JR). Niech n € N. Obliczy¢é A™:
8 1
@ A= 4

(b) A=1]0 6 1|;

(c) A=10 9

o

o
o
N

o O O w

(d) A=

S OO W
SO O W= O
O O oo
= =0 O O

0

Zadanie 14.3 (zad. 351, JR). Niech n € N. Obliczy¢é n-ta potege danej macierzy:

(@) A=|? 1];

-1 0
[ 14 13
(b) 4=1_13 —12]’

0 4=

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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