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4 Przestrzen, podprzestrzen, kombinacje liniowe wektoréw, powloka
liniowa, liniowa zaleznos$¢ wektorow

4.1 Zadania

Zadanie 4.1 (zd). Czy zbiér Q(v/2) := {a +bv/2: a,b € Q} ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia jest
ciatem?

Zadanie 4.2 (zd*). Udowodnié, ze charakterystyka ciala jest liczba pierwsza lub jest réwna 0.
Zadanie 4.3 (zd*). Wyznaczy¢ charakterystyke ciala K, gdzie 1+14+1+1 =0.

Zadanie 4.4 (zd). Obliczy¢:

(2) —1+2wZ/5

(b) 1+1+i+1wz/T.

Zadanie 4.5 (zd). Wykazaé, ze jesli char K = p > 0, to (a + b)? = aP + bP, dla dowolnych a,b € K.

Zadanie 4.6. Czy struktura (V,®, ®) jest przestrzenia liniowa nad cialem R, gdzie:
V=Rsgoraz®: VXV =V o: RxV —V zdefiniowane sa wzorami:

v P w = vw, a®uv:=0v%  dla dowolnych v,w € V oraz o € R.

Zadanie 4.7. Rozpatrujac iloczyn (141)e (v+w), gdzie v, w € V uzasadnié, ze w aksjomatach przestrzeni liniowej
stowo abelowa mozna opuscic.

Zadanie 4.8. Czy struktura (V, 4, ®) jest przestrzenig liniowa nad cialem R, gdzie:
Vi=R%2oraz+: VxV =V,0: RxV =V zdefiniowane sa wzorami:

(w1, 22) + (y1,92) = (z1 + Y1, T2 + Y2),
a® (x1,x2) = (ax1, x2),

dla dowolnych (z1,z2), (y1,y2) € V oraz a € R.
Zadanie 4.9. Sprawdzié, czy W <V, gdzie:

(a) V=R W ={(z,y,2) €ER3: x =0},

(b)) V=R W ={(x,y,2) €ER3: z+y =0},

(c¢) V=MapR,R):={f: R—=R: fjest funkcja}, W = {f € Map(R,R) : f jest ograniczona},
(d) V=MapR,R):={f: R—=R: fjest funkcja}, W ={f € Map(R,R) : f(x) € Q, dla kazdego x € R},
() V=Cipa:={f:[0,1] = R: fjest funkcja ciagla}, W = {f € Cjo,1): 2f(0) = f(1)},

(f) V=Cpq:={f:1[0,1] = R: fjest ciaglta}, W ={f € Cjo,q): J2 €[0,1](f(z) =0)},

(&) V =Rz, W={feR[z]: f(0)f(1) =0},

(h) V=R", W ={(z1,22,...,2,) ER": 21+ 22+... + 2, =0},

(i) v=C", W ={(z1,22,...,2n) €EC": 21 =T, },

G) V=C", W ={(z1,22,...,2,) €C": |z1]| = |22| = ... = |20}

Zadanie 4.10. Obliczyé w przestrzeni (Z/5):
2-(1,4,3)+4-(3,1,2) — (4,2,3).
Zadanie 4.11. Znalezé¢ wektor v € (Z/7)? spelniajacy nastepujaca réwnos$é w tej przestrzeni:
3-v+(1,2,5) = (3,4,6).

Zadanie 4.12. Z ilu r6znych wektoréw sklada sie przestrzen (Z/p)", gdzie p jest liczba pierwsza?

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego



DB — Algebra liniowa — semestr letni 2026 2

Zadanie 4.13. Czy wektor (2,4,8) jest kombinacja liniowa wektoréw (1,2,3),(3,7,5), (5,12,8) w R3. Jedli jest,
podaé wspoélczynniki tej kombinacji.

Zadanie 4.14. Sprawdzi¢, czy prawdziwa jest przynalezno$c:

(a) (8,9, 11) e L((3,1,4), (2,7,3)) w R3,

(b) (-2 ,0) € L((-1,1,-1,2),(0,1,-1,2), (2, -1,-1),(1,3,0,—-2)) w R%,

() (1, 5,1,1) € L((1,3,4, 5) (1,4,6,3)) w (Z/?)

(d) (z,y,2,t) € L((1, 1,-1),(0,0,1,-1),(i,1,—i,—1)), gdzie v +y + 2 + t = 0 oraz t = —1 w C*,
(e) (7,6,4) € L((3,4, ),(5,5,3)) w R3.

Zadanie 4.15. Sprawdzi¢, czy zachodzi réwnoéé w R>:
(a) L((4,5,3),(5,7,5)) = L((6,9,7),(7,11,9)),

(b) L((1,6,5),(4,1,2)) = L((1,2,2), (5,2,4)),
(¢) L((1,1,3),(2,5,0)) = L((1,2,1),(1,0,5),(2,1,8)).

Zadanie 4.16. Pokazaé, ze jesli v1 4+ vo + vs = 0, to L(vy,ve) = L(ve,v3).

Zadanie 4.17 (zd). Sprawdzié¢ czy dane wektory, generuja przestrzen R™:

(a) (2,2),(—1,3),dlan=2,

(b) (1,3,5),(1,4,7),(3,8,17), dla n = 3,
(c) (1,2,4),(7,6,4),(9,7,3), dlan =3,
(d) (1,2,4),(3,5,9), dlan = 3.

Zadanie 4.18. Sprawdzi¢, czy dane wektory przestrzeni V sa liniowo zalezne:

(a) V =R? nad ciatem R, wektory: (3,—1,2),(-9,3, —6);

(b) V =R3 nad cialem R, wektory: (4,4,1), (1,4,4);

(¢) V =R3 nad cialem R, wektory: (1,0, —4),(5,1,1),(1,1,0),(1,0,8);
(d) V =(Z/5)? nad ciatlem Z/5, wektory: (1,1,0), (4,3,1),(1,4,2);

(e) V = Cg nad cialem R, wektory: 1, sin z, cos x;

(f) V = Ck nad cialem R, wektory: 1,2% 3%, 6%;

(g) V = C(0,x) nad cialem R, wektory: log x, log 2z, log 3x;

Zadanie 4.19. Wykazaé, ze dane wektory w przestrzeni Cg sg liniowo niezalezne:

(a) 1,cosz,cos2x,cos3u,. ..,

(b) 1,sinz,sin®z,sin®x,....

Zadanie 4.20 (zad. 62, JR). Sprawdzié, czy kazdy wektor przestrzeni R? przedstawia sie jednoznacznie w postaci
kombinacji liniowej nastepujacego uktadu wektorow:

(a) (1,0,-1),(1,1,3),(4,1,1), (b) (3,3,5),(1,8,4),(2,7,5),
(c) (1,3,4),(2,7,9), (d) (1,1,1),(1,2,3),(4,7,11),(3,4,7).
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5 Baza i wymiar przestrzeni liniowej

5.1 Zadania

Zadanie 5.1. Czy wektory wy = x — 5, wy = 2% + 22 + 3, w3 = 22 + x + 1 tworza baze przestrzeni Ry[x]?
Zadanie 5.2. Udowodnié, ze wektory 1,x, 22, ..., 2" stanowig baze przestrzeni R,,[z].

Zadanie 5.3. Wyznacz wspéhrzedne wektora: v = (1,—2,0) € R3 w bazie ((1,0,—1),(-2,1,2), (0, —1,1)).

Zadanie 5.4 (zad. 68, JR). Zbada¢, czy nastepujace wektory tworza baze przestrzeni R? (wykorzystaé fakt, ze gdy
dimg V = n, to n wektoréw przestrzeni V tworzy jej baze <= wektory te sa liniowo niezalezne):

(a) (17_la1)7(1a1a_1)7(_17171)a

(b) (17071)a(57176)3(87_573)~

Zadanie 5.5 (zad. 69, JR). Wyznacz jedna z baz podprzestrzeni W przestrzeni R*, gdzie:

(a) W= {(1:1,362,353,334) €R*: 221 + 320+ 424 =0, day + 25 + 323 = O},

(b) W:{(x , T2, T3,74) € R*: x174z2—9x3+8x4:0},

(c) W= {(x ,T2,23,74) € RY: 209 + 4wy + w3+ 204 = 0, 71 + 429 + 323 + 34 = 0, 42y + 4o + 223 + 4oy = 0},
(d) W= { (21,00, 23,24) €R*: 21 + 329 + 923 — 634 =0, 21 + 720 + 23 — 224 = 0, 221 + To + T23 — by = 0}.
Zadanie 5.6 (zad. 76, JR). Wskaza¢ taka baze podprzestrzeni W przestrzeni R, ktéra jest podukladem danego
ukladu wektoréw rozpinajacych podprzestrzen W. Okresli¢ wymiar podprzestrzeni W.

(a) W= L((17 37 37 2)3 (37 57 6a 5)) (87 47 9’ 11)3 (57 37 6a 7))7

(b) W =1L((1,1,3,7),(3,4,9,17),(1,2,5,9), (4,5,9,27)),

(c) W =L((1,2,0,1),(4,5,1,3),(5,1,3,2),(1,—1,1,8)).

Zadanie 5.7 (zad. 79, JR). Dla podanych podprzestrzeni Wi, Wy < R* znalezé baze przestrzeni Wy N Wa:

(a) ((1, 1, 1,0), (0 O O 1) (17 71 0 0)), W2 = {(I17I2,$3,$4) S R4 L Xy — Xy = 0},

(b) Wy =1L((1,0,0,1),(0,1,1,0), (1, 1,0, O)) = {(w1,22,23,74) ER*: 21 — 29 = 23 + 24 = 0},
(C) Wy = L((1a7777 8)’(2 6 9, ))7 (( ) ) (5787_179))7

(d) ((1,1,4,1),(3,4,9,3)), W2 = L((3, 4 7, 6) (5,7,9,9)).

Zadanie 5.8 (zad. 87, JR). Wiadomo, ze R* = W @ W5. Przedstawi¢ dany wektor v € R* w postaci odpowiedniej
sumy:

(a) Wi =L((0,0,0,1),(1,1,1,1)), Wa = {(21, 29,73, 24) € R*: @1 = 29 — 5x4 =0}, v = (7,2,15,8),

(b) Wi = L((4,0, 1,0)), Wy = {(1‘1,132,333,.%‘4) cR*: T3 — Try = 0}, v = (5,6,97 1).

Zadanie 5.9 (zad. 88, JR). Zbada¢, czy dla danych podprzestrzeni Wi, Wy < R* prawdziwy jest zwigzek R* =
Wi @ Ws:

(a) Wy, = {(1‘1, 1‘2,.1‘3,.134) cR*: r1— T3 =29+ T3 = O}, Wy = L((l, 1,4, 1), (0, 1,3,0)),

(b) Wi = {(:1?1,2E2,IE3,334) S R*: T, 4 2T9 — T3 — 204 = To — T3 = O}, Wy = L((4, 1,0,3), (5, 1, 71,4))

Zadanie 5.10 (zad. 89, JR). Podprzestrzenie W, Wy i Wy przestrzeni R* okreslone sa nastepujaco:

W = {(z1,22,23,24) € R* 1 21 + 29 = 23+ 24 = 0}, W1 = {(z1,22,23,24) € R* : 21 = 20 = 33 = 24},
Wy = L((1,0,1,0),(0,1,0,1)). Zbadaé, czy W = W7 + W i czy suma algebraiczna Wp + W jest suma prosta.

Zadanie 5.11 (zad. 97, JR). Okredlone sa podprzestrzenie Wi, Ws < R%. Obliczyé wymiary podprzestrzeni
Wi, Wy, W1 + Wo, W1 N Wa, gdzie:

(a) Wy =L((2,5,0,-2)), Wo = L((1,7,3,-4),(3,0,—5,2)),

(b) Wi = L((1,1,1,1)), Wa = L((1,0,3,1), (3,5,4, —2), (3,4,5, —1)),
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(C) Wy, = L((l, 1,0,0), (0,0, 1, 1)), Wy = {(.’1,‘1,.13271‘3,1‘4) cR*: T1+3x2 —x3+ x4 = 301 + 810 —4x3 +3T4 = 0},
(d) Wy, = L((l, 1,2, 1), (6, 1, 1,3)), Wy = {($1,$2,$3,1‘4) cR*: T1+5r94+2x3+Txy = 321 —4x0+ T3+ D14 = 0},
(e) Wy = {($1,$2,$3,$4) cR*: Tl —To+ x4 =21 +203 — x4 = O},

Wg = {($1,$2,$3,$4) S R4 DX+ T+ X3 =27 +3£L’2 + X3 — x4 = 0}

Zadanie 5.12 (zad. 61, JR). Dane sa wektory vy, vs, wy,ws, w3, wy € RY Wektory vy, ve sa liniowo niezalezne
(dimg L(v1,v2) = 2), a L(wy,ws, w3, wy) = R Ktére z wektoréw wi, wa, w3, w, mozna dotaczyé do wektoréw
v1, vy, by otrzymaé baze przestrzeni R?.

(a) =(1,4,2,1), v —(7 1)

=(1,1,0,0), wa = (2,4,1,0), w3 = (1,0,0,2), ws = (2,5,3,4),
(b) (1?1?1) 1)? (5 27 )
=(1,0,1,1), wa = (2,1,1,0), w3 = (4,1,1,2), ws = (3,4,3,4).

Zadanie 5.13. Niech W = {(z1,72,73,74) € R* 1 7 — 29 = 14 — 79 + 223 = 0} < R*. Uzupemié jedna z baz
podprzestrzeni W do bazy przestrzeni R*.

Zadanie 5.14 (zad. 71, JR). Zbadaé, dla jakich liczb = € R dana tréjka wektoréw tworzy baze przestrzeni liniowej
R3:

(a) (1,3,4),(2,1,5),(1,8,x),
(p) (1,2,3),(3,4,9),(1,x,3),
(¢) (x,4,1),(x,1,-2),(5,2,2).

Zadanie 5.15 (zad. 40, 41, JR). Znalezé¢ uklad réwnari liniowych okreslajacy dana podprzestrzen przestrzeni R™:

(a) L((1,0 O) (0,1,0)), dla n = 3,

(b) L((4,-1,3),(0,3,-1)), dlan =3,

(c) ((1,1 1)) dla n = 3,

(d) ((4,1,3 —5)), dla n =4,

(e) L((1,- —1),(3,—4,5,-8)), dla n =4,

(f) ((0,1,2,1) (1,3,4,1),(4,7,6, —1)), dla n = 4.
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6 Macierz przejscia

6.1 Zadania

Zadanie 6.1 (zad. 281, JR). Na podstawie definicji znalezé macierz przejécia od bazy B do bazy C' przestrzeni
wektorowej V', gdzie:

(a) V_Rz B = ((374)’(9a8)>7 C= ((171)7(3v2))7
(b) V=R? B=((1,0), (16, )) = ((7,3),(9,4)),
(C) V= R?’, B= ((17—2,0) (0,1,-1),(-1,2, ) C= ((170,—1), (—2, 1,2),(0,—-1,1)),.

Zadanie 6.2 (zad 282, 283, JR). Korzystajac z wlasnosci macierzy przejscia, znalezé macierz przejscia od bazy B
do bazy C przestrzeni wektorowej V', gdzie:

(a) V:Rzﬂ B = ((7711)7(135))7 C= ((475)a(778))
(b) V= R?’a B = ((27374)7 (47475) (67374))7 C= (( 2, )7 (1737 )’( ) ))7
(c) V=R3 B=((6,57),(09,9,8),(9,8,9), C=((52,4),(3,1,1),(5,1,2)).

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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7 Przeksztalcenie liniowe

7.1 Zadania

Zadanie 7.1 (zad. 222, JR). Sprawdzié, czy dana funkcja jest przeksztalceniem liniowym:

(@) p: R2 = R3 p((r1,72)) = (z1 + 22 + 1,552, 172),
(b) ¢: R? = R2 o((w1,22)) = (321 + 429,521 — 12),
(¢) ¢: Rlz] = Rlz], o(f) = f,

(d) ¢: R® = R? ¢((a;)2,) = (a1,a2),

(€) ¢ Claoo,0) = Cloooo0)s (9(f))(2) = f(x —1).

Zadanie 7.2 (zad. 225, 226, JR). Przeksztalcenie liniowe ¢ : R™ — R3 dane jest przez ponizsze przyporzadkowania.
Obliczy¢ ¢((x1, z2)).

(a) n=2, (3a4) = (37 9, 7), (47 5) = (4> 7, 9),

(b) n=2,(3,-1)— (2,5,5), (5,—-2) — (3,0,9),

(€) n=3, (1,1,1) = (L,4,6), (4,5,1) = (0,3,7), (4,7,4) = (1,4,9).

Zadanie 7.3 (zad. 227, JR). Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K i niech a € K. Wykazaé, ze

funkcja ¢, : V — V okreslona dla kazdego v € V wzorem ¢, (v) = av jest endomorfizmem przestrzeni V' (funkcje
te nazywamy homotetia o wspélczynniku a). Zbadaé¢ dla jakich a funkcja ¢, jest automorfizmem przestrzeni V.

Zadanie 7.4 (zad. 228, JR). Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a W7, Wy takimi jej podprzestrzeniami, ze
V = W1 & Ws. Funkeje w1 : V' — Wi okreSlona dla dowolnych wy, € Wy, we € Wy wzorem 71 (w1 + we) = wy
nazywamy rzutowaniem przestrzeni V na podprzestrzen Wi wzdtuz przestrzeni Ws. Sprawdzié, ze funkcja ta jest
przeksztalceniem liniowym.

Zadanie 7.5 (zad. 230, JR). Ponizsze podprzestrzenie Wi i Wy przestrzeni wektorowej R® spetniaja warunek
R3? = W, @ W,. Wyrazié¢ analitycznie rzutowanie przestrzeni R? na podprzestrzeis Wi wzdluz podprzestrzeni Wo:

(a) Wi :L((l,0,0),(O,l,O)), Wy :L((l,l,l)),
(b) Wy = {(,’El,l‘g,l’g) ceR3: T, + 229 — 33 = 0}, Wy = L((5, —270)),
(c) Wi =L((4,3,5)), Wao = {(x1,72,23) € R®: 21 — bzy + 223 = 0}.

Zadanie 7.6 (zad. 236, 237, JR). Zbadaé, czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R?® — R", spelniajace dane
warunki:

(a) n=2,(2,4,3)— (1,3), (1,5,4) — (0,3), (9,3,1) — (7,6),

(b) n=2,(2,4,5) — (3,5), (1,5,8) — (3,8), (7,5,1) — (6,1), (10,8,3) — (9,4),

(c) n=3,(1,0,3)— (4,5,6), (4,3,1) — (3,8,—7),

(d) n=3,(2,4,0) (7,3,4), (1,1,1) — (3,1,1), (1,7, -5) > (6,4,7),

() n=3,(4,1,2)— (1,2,1), (5,3,4) — (3,5,1), (6,5,6) — (5,8,1), (7,7,8) — (7,9,1).

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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