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1 Postaé¢ zredukowana, metoda eliminacji (Gaussa

1.1 Rzad macierzy
Definicja 1.1. Mo6wimy, ze macierz A jest w postaci zredukowanej, gdy spelnione sa nastepujace warunki:

1. (Jesli wystepuja w macierzy A wiersze zerowe). Poczawszy od pewnego wiersza wszystkie nastepne wiersze
macierzy skladaja sie z samych zer. Powyzej tego wiersza nie ma wierszy zlozonych z samych zer.

2. W kazdym niezerowym wierszu pierwszy od lewej niezerowy wyraz jest rowny 1. Ten niezerowy wyraz bedziemy
nazywal jedynka wiodaca wiersza.

3. Jesli dwa sasiednie wiersze nie sa zlozone z samych zer, to wiodaca jedynka wyzszego wiersza znajduje sie na
lewo od wiodacej jedynki nizszego wiersza.

4. Jesli ponadto, kazda kolumna zawierajaca wiodaca jedynke ma pozostale wyrazy réwne 0, to mowimy, ze
macierz A jest w postaci catkowicie zredukowanej.

Definicja 1.2. Nastepujace operacje wykonywane na wierszach macierzy, nazywaé¢ bedziemy operacjami elemen-
tarnymi:

OE1l. Zamiana miejscami dwéch wierszy.
OE2. Pomnozenie wiersza przez niezerowy element ciata K.
OE3. Dodanie do danego wiersza wielokrotnoéci innego wiersza.

Definicja 1.3. Rzedem macierzy A nazywamy liczbe wiodacych jedynek w dowolnej postaci zredukowanej macierzy

A.
Fakt 1.1. Operacje elementarne nie zmieniajg rzedu danej macierzy.
Fakt 1.2. Dia dowolnej macierzy A € My, wn(K), mamy:
rzA=rzAT.
Twierdzenie 1.1. Jesli A € M,, (K), to nastepujace warunki sqg réwnowazne:
1. A jest macierzq odwracalng,
postac catkowicie zredukowana macierzy A jest macierzq identyczno$ciowq I,

1zA=mn,

2.

3

4. det A#0,
5. dla kazdego b € K™ uklad réwnan liniowych AX = b ma dokladnie jedno rozwigzanie,

6. jednorodny uklad réwnan liniowych AX = 0, ma tylko jedno rozwigzanie: xt1 = xo = ... =x, =0,
7. kolumny (wiersze) macierzy A sq wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni K™.

Twierdzenie 1.2 (Kroneckera-Capellego). Niech [A|b] bedzie macierzq rozszerzong danego uktadu réwnar linio-
wych. Wowczas ten uklad ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy:

rz[A|b] =1z A.

Ponadto, jesli uklad rownan liniowych o n niewiadomych ma rozwigzanie, to jego rozwigzanie zaleZy od
s =n —rz A parametréw.

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego



DB — Algebra liniowa — semestr letni 2026

1.2 Zadania

Zadanie 1.1. Wykona¢ nastepujace operacje:

(a) —1+2wciele Z/5,

(b) 1+1+%+1 wcieleZ/7,
() —2-(1+ %)+ 3 wciele Z/5,
(d) —3+1 wciele Z/3,

() +-3-(3+3) wciele Z/11.

Zadanie 1.2. Znajdz postacie zredukowane i rzedy nastepujacych macierzy:

10 2 -2 1 4
() A=|-1 1 -1 0 -1 1],
20 1 -3 20
0o 1 2 3
0 1,5 3 4,5
(b) B=1g o 4 5|
5 0 3 0

(¢) C=

B A H = O N

(d) D=

N IS i e e =)

=R o O
-

Zadanie 1.3. Znajdz postacie catkowicie zredukowane i rzedy nastepujacych macierzy:

10 2 -1 0
012 0 -1
100 -2 3

@ A=\ 1 00 o _1|°
010 1 4
111 -1 -1
12 -1 -1 -1 0 4

b) B=|2 4 -2 0 0 0 -2
00 -1 0 1 -1 1

Zadanie 1.4. W zaleznoéci od parametru m € R oblicz rzad ponizszych macierzy:

_|I3m+T7 m+2
(a) A[Gm—S 2m—2}
[1 2m—+5 m2+m ]
(b) B=1{2 5m+10 3m?+3m
13 6m+15 4m2+2m_
(c) C = 2m2+9m—5 mP+6m+5
T 2m24+8m—10  m?45m

m+1 m m m

m m+1 m m

(d) D= m?2 m m2 m
5m m 5m m

Zadanie 1.5. Rozwiazaé¢ (metoda Gaussa) nastepujace uklady réwnan w ciele liczb rzeczywistych:

21’1 + 61’2 + ].0(E3 = 4
(a) 221+ Txg + 923 = -1
3x1 +8x2+ Ty = -7

2.’E1 + 51’2 + 21’3
(b) 5581 + 9562 + 71‘3
T — 8o + Tx3

= 3

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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3r1 +6x2 —3x3 = 12
(C) 3£E1 + 51’2 — 21‘3 = 9
41‘1 + 5:172 — T3 = 7
X1 + 31’2 + I3 + 41’4
3x1 4+ 229 4+ 223 + 14
5r1 + x9 + 223 + 814
7%1 + 3153 + 51’4 =
T, 4 2x5 + 223 = 2
1 +4x9+3x3 = 6
31 +4x0 +4x3 = 8
5.231 — 6%‘2 — 3l‘3 = &8
1 +4xo+2x3+24+35 = 5
(f) T, 4+ 3xs + 3 +2x4 + 525 = 2
T+ Txe + 523 — 224 — 325 = 14

I
O = O

(d)

(e)

Zadanie 1.6. Rozwiaza¢ uklad réwnan:

z+1ly+ 2 )
(a) 2e+2y = 6 wciele Z/13,
5z 4 10y + 4z 1
r+2y+3z = 1
(b) 2e+y+z 0 wciele Z/5,
4drx+3y+2z = 3
x4+ 2y 4+ 32
(c) 3r+4y+ =z
20 + 3y + 2z

4
4 wciele Z/5,
1

Zadanie 1.7 (BG 1, 12/60). Na twardym dysku o pojemnosci 124 GB dokonano partycji w celu instalacji czterech
r6znych systeméw operacyjnych. Pliki systemowe i programy obliczeniowe zajmuja 25% pierwszej, drugiej i czwartej
partycji oraz 20% trzeciej partycji, lacznie 29 GB na wszystkich partycjach. Katalogi z réznorodnymi edytorami
tekstu zajmujg 10% pierwszej, trzeciej i czwartej partycji oraz 12,5% drugiej partycji, lacznie 13 GB na wszystkich
partycjach. Gry zajmuja 12,5% trzech pierwszych partycji i 10% czwartej partycji, tacznie 15 GB na wszystkich

partycjach. Jaki jest rozmiar kazdej partycji?

(g)

(h)

()

(k)

(d)

(e)

()

|
|
|
{
|
|
|

4x1 — 99 + 623 =
3r1 —4xo + 223 =
71’1 — 2.1‘2 — 21‘3 =
Tx1+ 3xo + 4r3 =
9x1 + 629 + 53 =

3x1 —x9t+2x3 =

T+ dxy + 923 =
T, + 4z + Tx3
2x1 + dxg + 813
21’1+31‘2+1‘3*I4 = 3
8r1+13x9 —dx3+24 = 9
T, + 2x9 — 4x3 + Dy
x1 + 3x9 — dxg + 614
2x1 — 2x9 — Tx3 + 24
3I1 — 81‘2 — 91’3 -+ 41’4 = 12

N U O NUt =N Ot

Il
[t
—_

Il
w ©

r+y+z 0
r+4y+2z = 3 wciele Z/5,
3z+y+4z = 3
20 +y + 4z

3r+y+=z
204+ 3y + 3z =
r+3y+5z =
4x + 6y + 32
6x +5y+4z =

w ciele Z/5,

UL = O O O =

w ciele Z/7.

Zadanie 1.8. ZnajdZ wielomian f € R[X] stopnia co najwyzej drugiego spelniajacy warunki:

(a) f(1)=5 f(2)=10,f(3) =17,
(b) F(-1)=15,f(3)=3, f(4) =5

Zadanie 1.9. ZnajdZ wielomian f € R[X] stopnia co najwyzej trzeciego spelniajacy warunki:

(@ f)=7/f12)=1f@) =1, f4) =13,

(b) f(=1)=11, f(1) =1, f(3) = 15,  (5) = 53.

Zadanie 1.10. Niech f € Rlz]. Reszta z dzielenia wielomianu f przez (z — 1) wynosi 1, reszta z dzielenia przez
(x —2) wynosi —2, natomiast przy dzieleniu przez (z —3) otrzymujemy reszte —1. Jaka otrzymamy reszte z dzielenia
wielomianu f przez wielomian (z — 1)(z — 2)(x — 3)?

Zadanie 1.11 (BG 1, 2/58). Dla jakiej wartoéci parametru m € R nastepujacy uklad réwnan:

2x1 — mxy + x3
1+ o — Mmxs
—T1 — 2$2 — X3

2
1
0

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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(a) ma w ciele R dokladnie jedno rozwiazanie?
(b) ma w ciele R nieskoriczenie wiele rozwiazan?

(c) jest sprzeczny w R?

Zadanie 1.12 (BG 1, 3/58). Dla jakiej wartoéci parametru m € R nastepujacy uklad réwnan:

21 +x2 + (9 +m)xs —3z4 + (10 +3m)axs = -3
1 — Ty — T3z — X5 = 1
To+3rx3 —2x4 +205 = —2

(a) ma w ciele R nieskoriczenie wiele rozwiazan?

(b) jest sprzeczny w R?

Zadanie 1.13 (BG 1, 8/59). Zbada¢ zbiér rozwiazan nastepujacego ukladu réwnan liniowych o wspélezynnikach
w R:

(1+a)ry + 22 +23 = a?
1+ (1+a)zs+23 = a?
r1+a2+(1+a)zz = a?

w zalezno$ci od parametru a € R.

Zadanie 1.14 (BG 1, 5/58). Znalez¢ uktad dwéch réwnan liniowych z czterema niewiadomymi: xq, za, 23, 24,

ktorego zbiér rozwigzan zawiera ciagi liczb:
(xla T2,x3, (E4) = (17 07 17 _1)7 (17 23 _17 O)

Zadanie 1.15 (BG 1, 6/58). Znalez¢ uktad trzech réwnan liniowych z sze$cioma niewiadomymi: x1, €2, 3, 24, 5, T,

ktorego zbiér rozwigzan zawiera ciagi liczb:
(.’1717.'1,'2,£C3, $4,$5,$6> = (1a 07 _27 17 07 _1>7 (17 1) 27 _1a 17 0)7 (27 57 1) _17()’ 0)

Zadanie 1.16 (BG 1, 11/60). Stu studentéw pierwszego roku matematyki podzielono na trzy grupy: A4, B,C.
W celach promocyjnych firma ALG.LIN.POL rozdzielita pomiedzy wszystkich studentéw 229 diugopiséw i 395
otéwkéw w taki sposédb, ze kazdy student grupy A otrzymal 3 dlugopisy i 5 oléwkéw, kazdy student grupy B
otrzymal 2 dtugopisy i 3 otéwki oraz kazdy student grupy C' otrzymal 2 dlugopisy i 4 otéwki. Ilu studentéw liczyta
kazda z grup A, Bi C?

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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2 TEORIA MACIERZY

2.1 Teoria

2.1.1 Operacje na macierzach

Ponizej cialo K oznacza cialo liczb rzeczywistych R, wymiernych Q oraz kazde inne, ktore juz Panstwo poznali-
Scie. (Ogolnie, teoria ponizsza jest prawdziwa dla dowolnego ciala np. ciala liczb zespolonych C, ciata skoriczonego
F,, gdzie ¢ = p™ dla pewnej liczby pierwszej p).

Definicja 2.1. Macierza o elementach z ciala K o m wierszach i n kolumnach nazywamy kazda funkcje
T:{1,....,m} x{l,...,n} - K.

Zbiér wszystkich macierzy o elementach z ciala K o m wierszach i n kolumnach oznaczamy symbolem M,y (K)
lub M,, »(K).

Dla prostoty zapisu przyjmujemy, ze T'((¢,j)) = a;; i woéwczas zapisujemy:

ail a12 N A1n

a921 a2 e a9n
A =

Am1 Am2 cee Qmn

lub skrétowo A = [ai;] € Mp,xn (K).

W zbiorze M,,«x,(K) wprowadzamy dzialania: dodawanie macierzy i mnozenie przez skalar z ciala K.
Definicje dzialan:

[aij] —+ [blj} = [Cij]; gdzie Cij = aij —+ bij dla 7= 17 e,y j = 1, o,y
a - [ai;] = [cij], gdzie ¢ij =aa;jdlai=1,...,m,j=1,...,n.

Powyzej zdefiniowane dziatanie dodawania jest laczne, przemienne, posiada element neutralny, tj. macierz zerowa
oraz dla kazdej macierzy istnieje “macierz przeciwna”. Zatem zbiér M,,x,(K) wraz z dodawaniem macierzy jest
grupa abelowa.
Definicja 2.2. Niech m,n,l € N oraz A = [a;;] € Myxn(K), B = [b;j] € My, (K). Iloczynem macierzy A i B
nazywamy macierz [c;;] € M, x;(K) zdefiniowana nastepujaco:

Cij:Zaikbkj7 dlai:L...,m, j:1,7l
k=1

Iloczyn macierzy A i B oznaczamy AB.
Definicja 2.3. Niech A = [a;;] € My, xn(K). Macierza transponowana do macierzy A, jest macierz A” = [a];] €
M, xm (K), zdefiniowana nastepujaco:

T

;= i, dlai=1,...,m, ]:177l

W zbiorze macierzy kwadratowych M,,(K) mnozenie macierzy jest dzialaniem wewnetrznym. Elementem neu-
tralnym dla mnozenia jest macierz jednostkowa I = [a;;], gdzie
1, gdyi=j
Qij = . .
0, gdyi#j.

(Zbiér M, (K) wraz z dodawaniem macierzy, mnozeniem macierzy przez skalar oraz mnozeniem macierzy tworzy
algebre (nieprzemienna) z jedynka nad cialem K.)

Definicja 2.4. Niech A = [a;;] € M,,(K). Sladem macierzy A nazywamy sume elementéw na gléwnej przekatnej
i oznaczamy symbolem tr A, tzn.
n
trA= Z Qi
i=1

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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2.2 Zadania

Zadanie 2.1. Wykona¢ nastepujace dziatania na macierzach:
15
@ 1)y o
1 0 4 21 3
(b) 3 L 2 3} + [4 2 0]’
(©) 0 4 3 |1 85
2 41 0 -1 3|

Zadanie 2.2 (zad 112, JR). Niech:

1 -1 1 12 1
A=1|2 -1 o|, B=|1 1|, Cc=] 2
0 -1 1 1 2 -3

Wykonaé nastepujace iloczyny: AB, AC, A2, BB, BTB, AAT, BTA,BTC,C" B.

Zadanie 2.3 (zad 113, 115, 116, JR). Obliczy¢ iloczyny:

1 4 -4 31 4 3 5
@ |21 22206 2 4
-5 8 —4 1| (3 7 -1 o)
91 -6 7/[1 0 -5 -7
1 1 17 [95 99 101
() |1 3 4| |97 96 99|,
2 1 4] [96 99 102
11 176 6 —5][3 5 4
() |1 2 4| |5 4 —4| |5 4 3],
2 5 6] (4 5 —4| |8 9 7
_ 1 2 1
11 3 4 -3 2
IR REIE
2 1 | B ]

Zadanie 2.4 (zad 117, JR). Podaé przyklad macierzy A, B € M2(R) takich, ze A#0, B#0i AB =0.

Zadanie 2.5 (zad. 120, JR). Niech n € N. Obliczy¢:

1"
@ |y 4]
@ 11"
®) |5 4
[cosa —sina]”
(©) sin « cosa]
11 -4 7
Zadanie 2.6 (zad. 125, JR). Obliczy¢ §lad macierzy (12 -8 5.
13 -9 5

Zadanie 2.7 (zad. 126, 109, 129, JR). Udowodnié, ze dla dowolnych macierzy A, B € M,,xn(K), C € M, x;(K),
D, F € M,,(K) zachodzi:

(a) tr(D+F)=trD+trF,

(b) tr(DF)=tr(FD),

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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(c) tr(aD)=atrD,

(d) (A+B) = AT + BT,
(e) (AT)T

f) (aA)T —aAT

(8) (AC)T =CTAT.

Zadanie 2.8 (zad. 127, JR). Pokazaé, Ze nie istnieja macierze A, B € M,,(R), takie ze AB — BA = I,.

Zadanie 2.9 (zad. 130, JR). Wykazaé, ze dla kazdej macierzy A € M,,xn(K), iloczyn AAT jest macierza syme-
tryczng.

Zadanie 2.10. Znajdz macierze odwrotne (o ile istnieja) dla ponizszych macierzy:

1 3 2 _i’:gﬁ_f -2 2 1 1 32
A=|-2 =5 7|, B=| , 5 | o C=|3 1 1}, D=|-1 41
-1 -2 —4 5 o 1 1 1 -4 -1 0 -1 3

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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3 WYZNACZNIK MACIERZY — opracowanie dra Piotra Rzonsow-
skiego

3.1 Teoria
3.1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci wyznacznika, tw. Laplace’a, tw. Cauchy’ego

Definicja 3.1. Wyznacznik macierzy kwadratowej zdefiniujemy za pomoca indukcji matematycznej.
1. Jezeli A= [a] € M1 1(K), to det A = a.

2. Zalézmy, ze zostal zdefiniowany wyznacznik macierzy kwadratowej o n — 1 wierszach. Niech A € M, ,,(K)
oraz niech M; ; € M,,_1 ,,—1(K) bedzie macierza, ktéra otrzymujemy po wykresleniu z A i-tego wiersza i j-tej
kolumny. Ponadto niech

Aq;j = (—1)i+j det MU

Element A;; ciala K nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A. Przy tych ozna-
czeniach wyznacznik macierzy A definiujemy za pomoca wyrazenia

det A = a1 A + a12dio + -+ - + a1 din

Twierdzenie 3.1 (Laplace’a). Jezeli A € M, ,(K), to zachodzg nastepujgce wzory:
1. detA=a;14;1 +apdpp+---+aipAim dla kazdego 1 < i <mn,
2. detA= alelj + GQjAQj + -+ anjAnj dla kaz’dego 1 S ] S n.

Definicja 3.2. Niech A € M, ,(K) bedzie macierza o wspélrzednych a;; € K. Wéwczas méwimy, ze A jest
macierza:

1. dolng tréjkatna/dolnotréjkatna, gdy ma zera nad przekatna, czyli a;; =0 dla i < 7,
2. gérng tréjkatng/goérnotréjkatng, gdy ma zera pod przekatna, czyli a;; =0 dla i > j,
3. przekatniowa (diagonalng), jezeli a;; = 0 dla i # j.

Wilasnosci 3.1 (Wyznacznika). Niech

ail @12 o A1n
azi @22 e A2n

A= . . ) . € M, n(K).
ap1  QAp2 - Gpn

1. Jezeli macierz A ma wiersz lub kolumne zlozong z samych zer, to det A = 0.

2. Dla kazdego c € K i dla kazdego 1 < j < n mamy

all “ e ca1J . e aln
a21 e CCI/2J e a2n

det | . . ] | =cdetA
anl PR Ca’n/Q PRI ann

Taka sama wlasnosé zachodzi przy mnozeniu dowolnego wiersza macierzy przez skalar.

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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3. Jezeli macierze B , C € M, ,(K) réznig sie od macierzy A tylko j-tq kolumng ¢ majg postaé

a1l “en bl] e a1n
a21 e bQJ e aon
B =
_anl “e. bn2 “ e ann
air o ay by 0 a
as; - agj+beyy oo asy
C= .
LOn1 - Qnj + bn2 ct Qpn

to det C' = det A 4 det B. Taka sama wilasnosé zachodzi dla wierszy macierzy.
4. Jezeli macierz A ma dwie identyczne kolumny (odpowiednio wiersze), to det A = 0.

5. Zamiana miejscami dwdch kolumn (wierszy) macierzy powoduje, Ze znak wyznacznika zmienia sie na prze-
ciuny.

6. Jezeli jedna kolumna (wiersz) macierzy A jest wielokrotnoscig innej kolumny (odpowiednio - wiersza), to
det A =0.

7. Jezeli do jednej kolumny (wiersza) macierzy A dodamy wielokrotno$é innej kolumny (odpowiednio wiersza),
to wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie.

8. Jezeli A, B € M, ,(K) to zachodzq nastepujgce réwnosci:

det(AB) =det A Z (sgn J)bg(l)lbg(g)g cee ba(n)n
oES,

det B = Z (sgn U)bg(l)lba(g)g cee bg(n)n
ocES,

gdzie Sy, jest grupg permutacji zbioru n-elementowego, a sgno jest znakiem permutacji o € Sy,.

Twierdzenie 3.2 (Cauchy’ego). Jezeli A, B € M, ,,(K), to

det(AB) = det Adet B.

3.1.2 'Wzér na macierz odwrotng

Definicja 3.3. Dla macierzy kwadratowej A € M, ,,(K) definiujemy jej macierz dolaczong

All A21 v Anl
AD B A12 A22 te An2
Aln A2n o Ann

tzn AP jest macierza kwadratowa, ktéra na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny ma dopelnienie algebraiczne
Aj,'.

Twierdzenie 3.3. Jezeli A € Gl,,(K), to zachodzi nastepujacy wzdr:

-1 _ 1 D
det A

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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3.1.3 Wzory Cramera

Mamy nastepujacy uklad réwnan:

a1 + apxy + -+ apT, = b
2121+ ATz + - 4+ ap®, = b

(1)
Am1T1 + Gm2T2 + 0+ Ampny = bm

Twierdzenie 3.4. Jezeli det A # 0, to uklad réwnarni (1) ma dokladnie jedno rozwigzanie, ktdre jest dane za pomocg
WZOTOW

det A,
Tq = )
det A
dla1l < i <mn, gdzie Ay, otrzymuje si¢ przez zastgpienie i-tej kolumny macierzy A kolumng wyrazéw wolnych ukladu

(1).

3.1.4 Wykorzystanie wyznacznikéw do obliczania rzedu macierzy

Definicja 3.4. Minorem macierzy A nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej, utworzonej z ma-
cierzy A w wyniku skredlenia odpowiedniej liczby kolumn i odpowiedniej liczby wierszy. Stopien tego wyznacznika
nazywamy stopniem minora.

UWAGA 1. Macierz A € M,,, ,(K) posiada minory k-tego stopnia dla kazdego 1 < k < min(n,m).

Twierdzenie 3.5. Niech

a1 ai12 e A1n
a21 as2 e Qagn

A= . ) ) .| €My (K).
Am1 Am2 . Amn,

Wowczas nastepujgce warunki sg réwnowazne:
1. zA=r,

2. istnieje niezerowy minor stopnia r macierzy A oraz kazdy minor macierzy A stopnia wiekszego niz v (o ile
taki istnieje) jest réwny zeru.

Definicja 3.5. Niech D bedzie minorem macierzy A = [a;;] € My, »(K) stopnia . Wyznaczniki tych wszystkich
macierzy kwadratowych, dla ktérych D jest minorem nazywamy minorami obejmujacymi minor D.

Twierdzenie 3.6 (Metoda minoréw obejmujacych). Niech D bedzie réznym od zera minorem macierzy A =
[aij] € My, (K) stopnia r. Jezeli wszystkie minory obejmujgce minor D stopnia r+1 sq réwne zeru to rzqd macierzy
A jest réwny r.

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego



DB — Algebra liniowa — semestr letni 2026 12

3.2 Zadania

Zadanie 3.1. Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki:

11 0 0 11 0 0
1 -1 1 01 2 -1 01 2 -1
(@ | 2 3 0 (b) 17 1 1 3 © o0 -1 3
-1 11 0 5 0 00 0 3

Zadanie 3.2.
na przekatne;j.

Wykazaé, ze wyznacznik macierzy dolnotréjkatnej/gérnotréjkatnj jest réwny iloczynowi elementéw

Zadanie 3.3. Wykaz, ze jesli liczba zer w macierzy stopnia n jest wieksza od n? — n, to jej wyznacznik réwny jest

0.
Zadanie 3.4. Wyprowadzi¢ wzor na wyznaczniki macierzy 1 x 1,2 x 2,3 x 3 z wlasnosci 8 wyznacznika.
Zadanie 3.5. Niech c € R, A € M, (R) i det A = a. Oblicz det cA.
Zadanie 3.6. Niech a,b,c,d,t € R. Stosujac twierdzenie Cauchy’ego do macierzy
A= { —;t 2 } , B= { ;t Ccl } udowodnié tozsamosé (a? + b*t)(c* 4 d*t) = (ac — bdt)* + (ad + be)*t.

Zadanie 3.7.

1 9 100 29
0 -5 2 24
(@ [0 0 2 345
0 0 0 3
0 0 0 0
13 1 4
51 2 1
) 1y 5 3 9
35 4 3

Oblicz wyznaczniki:

23
67
2
22
1

2
© |,
0
4
) |7
1
9
(e) |8
7

=N N

3453
6786
9129

4 3
4 3
3 2

345
678
912

w o o w
|
—_

8 4
f) |7 3
9 4
8 3
(8) |7 2
9 3
1 3
2 7
(h) |3 8
4 5
5 9

W O N Lo R W N W

NoRNG: SR IR B (V)
IS N NG I

Zadanie 3.8. Za pomoca wzoréw Cramera rozwiaz nastepujacy uklad réwnan nad ciatem R:

@ {

4x1 — Txo
5561 — 61‘2

(b)

I1—£E2—|—.Z‘3

3x1 — 4xo + bxs

41’1 — 5%2 + 9$5

-1
)
-8

(c) 2

X1 —|— SIQ —|— 4563
T, + 4xo + Tx3

4‘%1 + 9(E2 + ].1£C3

Zadanie 3.9 (zad. 157, JR). Nie obliczajac danego wyznacznika, wykazaé, ze dzieli sie on przez 10:

(a)

N 00 N

47
6 3,
15

(b)

W N o

3
4
1

~ 00 ©

(c)

Tt 0O =~
W = N

Zadanie 3.10. Oblicz macierze odwrotne do nastepujacych macierzy (jesli istnieja):

79
(2) A:L 5}
-1 0 1
(b) B=|-4 3 -1
3 -1 -1

() C=

(d) D=

3
3
| —4
[—3
)
| 3

1
0
-2
)
4

(e) E=

4
1.
2
cos « 0
0 1
—sina 0

Il
b

sin o

COos &
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Zadanie 3.11 (zad. 159, JR). Dowie$¢, ze nie mozna tak dobraé elementéw macierzy A € M3(R), aby wszystkie
skladniki, ktérych sumg jest wyznacznik macierzy A (wzdr Sarrusa), byly dodatnie.

Zadanie 3.12 (zad. 160, JR). Obliczy¢ wyznacznik:

(a)

(c)

Zadanie 3.13 (zad. 162, JR).

Zadanie 3.14 (zad. 172, JR).

Zadanie 3.15 (zad. 173, JR).

Zadanie 3.16 (zad. 174, JR).

Q

1

1
1

1
1
1

1 aq
1 a1 +b
(b) 1 aq
1 ay
—a1 a1
0 —as
0 0
(d)
0 0
1 1

Obliczy¢ wyznacznik Vandermonde’a:

1 X
1 i)
1 z,

Niech A € M,,,(K), B € M xn(K), D € M,,(K). Wykazaé, ze:

A

det [0

Niech A € M,,,(K), C € Myxm(K), D € M,,(K). Wykazaé, ze:

A

det {C D

Niech A € My, xn(K), B € M, (K), C € M,,(K). Wykazad, ze:

det {A B]

¢ 0

Zadanie 3.17. Rozwiaz rownania:

@ |

2
1

]

11
T21

T12
T22

-

|-

1 3
0 4

x% e 1{7’_1
—1
x% ... l"él
2 n—1
:'Cn xn

ZB;] =det A-detD.

O] =det A -det D.

(—1)™" det B - det C.

T1i1 T12
(C) T21 T22
31 T32

a
a2
as + b2

13
T23
x33

=W N

— N =

Ganp
ap
O,
- ap + by
0 0
0 0
0 0
—an  ap
1 1
2 1
3| =10
2 0

N =N

—_ o O

Cze$¢ zadan pochodzi z materialéw opracowanych przez dra T. Werbinskiego
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